) ONE Y e

eviopsky | ¥, * | ?mg V USTI NAD LABEM

(= 4 fondvCR  EVROPSKA UNIE A eoms W NN NN NN N N
INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Prirodoveédecka fakulta
Univerzita J. E. Purkyné v Usti nad Labem

Jednota éeskych,matematikﬂ a fyziku
pobocka v Usti nad Labem

LETNIi SKOLA
MATEMATIKY A FYZIKY

Sbornik prispévku

Publikace je realizovana v ramci projektu ,,Oteviena univerzita, oteviena véda.”,
reg. €. CZ.1.07/2.3.00./35.0044. 5
Tento projekt je spolufinancovan z Evropského socialniho fondu a statniho rozpoctu Ceské republiky.

st nacabor: % 2007-2013 4
PRIM '

Tento projekt je sougasti IPRM Usti n. L. — Centrum



Text sborniku neprosel jazykovou upravou.
Vydal: Univerzita J. E. Purkyné v Usti nad Labem
Editor: Magdalena Kratka, Jindfich Prokop, Robert Seifert, 2013



Obsah

Emil Calda:

Nekonecnd rada a jeji soucet . . . . . . . . .. ... ... .... 7
Petr Gajdos:

Diffie-Hellman-Merkle

algoritmus vymény klicu . . . . . . ... ... ... 15
Eva Hejnova:

Jak lze rozvijet a testovat védecké mysleni zdku? . . . . . . . . .. 25
Jan Kopka:

Jedno zkoumdni kladnych celych cisel . . . . . . ... ... ... 35
Jan Kopka:

Magicky ctverec a hra s mincemi . . . . . . .. ... ... .... 43
Jan Kopka:

Wtvdreni matematické teorie . . . . . . . . .. ... ... ... 51
Lucie Loukotova:

Abakus — tak trochu jiné pocitadlo . . . . . . . .. .. ... ... 54
Ivana Machacikova, Josef Molnar:

Apolloniovy a Pappovy ilohy (a GeoGebra) . . . . . . . .. ... 65
Josef Molnar:

K testovdni geometrické predstavivosti . . . . . . . ... ... .. 69
Hana Bendova:

Problém véSeni obrazu . . . . . . . . .. ... .. 75
Eva Hejnova:

Jak Ize bojovat s prekoncepcemi Zdkit o sile a pohybu? . . . . . . 79
Jan Kopka:

Dvé diileZité strategie reseni problémui (cesta zpét a invariance) . 89
Jan Kopka:

Ukdzky zkoumdni ve Skolské matematice . . . . . . . .. ... .. 99
Jiff Kralik:

Demonstracni experimenty s kapalnym dusikem . . . . . . .. .. 107
Ivana Machacikova, Josef Molnar:

Mnohostény . . . . . . .. 119
Lubos Pick:

O zdlibé v ¢islech . . . . . . ... .. .. ... ... .. ..... 127
Pavla Pickova:

Péce o nadané Zdky z pohledu psycholoZky PPP . . . . . . . . .. 145




Lenka Slavikova:

Trocha teorie Cisel
Martin Spergl:

Dvere do nanosvéta
Martin Svec:

Fyzika na pocitaci - Algodoo . . . . . . .. ... ... ... ...










Nekonecna rada a jeji soucet
Emil Calda

MFF UK, Praha, ecalda@volny.cz

Q0
Nekoneénou fadou se nazyva souéet a; + as + az + ... = . a,. Touto fadou je
n—1
uréena posloupnost (s,,) ¢dste¢nych souétl, kde
S1 =4ai, Sg =aj;+tag, S3=a,+as+tas, ..., S, =a1+ay+as+...+an, ...

Je-li tato posloupnost (s, ) konvergentni a jeji limita je rovna &islu s, fikdme, Ze
i fada > a, je konvergentni a ¢islo s nazyvame souctem nekonecné fady >’ a,.
Jestlize lim s,, = +o0, resp. lim s,, = —oo, fikdme, Ze fada > a,, diverguje k plus
nekonecnu, resp. k minus nekonec¢nu. Jestlize neexistuje lim s,,, fikime, Ze fada
> a, osciluje.

Pozndmka. VSimnéte si, Ze soucet nekonecné konvergentni fady neni vlastné
soucet, ale limita pfislusné posloupnosti ¢astecnych soucta.

v « v v s v 1 1 1 1
Priklad 1. Urcete soucet nekonecné fady 5 + 55 + 357 +..- + nniny T
Reseni. Kazdy ¢len a; tohoto souctu vyjadiime ve tvaru a, = % — k+r1’ ¢imz

dosdhneme toho, Ze v soultu s,, se vSechny s¢itance az na prvni a posledni vyrusi:

1 1+1 1+(1 1 +(1 1)_1 1
3 4 n n+1 n+1

Odtud uz je snadno vidét, Ze lim s, = 1, takZe soucet dané nekonecné fady je
roven jedné.

Uloha 1. Urcete soucet nekone&né fady
1 n 1 1
a) Z n(n+2)° b) Z (n+1)1° <) Z (14+2+3+...4n)°’ d) Z log 27-log 2n+1~

Priklad 2. Dokazte, Ze nekoneénd fada ﬁm diverguje k +co.

Reseni. Kazdy &len ay, tohoto soudtu vyjadifme ve tvaru a;, = vk + 1 — vk, takZe
pro soucet s,, dostaneme:

sn=(V2=V1)+(V3-V2)+...+ (Wn+1l—vn)=vn+1-1

Vzhledem k tomu, Ze lim s,, = +00, dand nekone¢nd fada diverguje.
V souvislosti s timto piikladem dokdzeme vétu:




Véta 1. Je-li fada Y’ a,, konvergentni, je lim a,, = 0.

Diikaz. Dikaz je jednoduchy. Rada Y a, je konvergentni, takZe
existuyje lims, = s. Protoze vSak a, = s, — s,_1, plati:
lima, =lims, —lims,_1 =s—s=0. [l

Obricend véta neplati; pro posloupnost (a,) z pifikladu 1 plati lima, = 0, ale
fada > a, diverguje! Uvedend véta se pouzivé k diikazu, Ze dand fada neni kon-
vergentni: Nema-li posloupnost (a,) limitu rovnou nule, potom fada >_ a,, neni
konvergentni. V pfikladu 1 byl odvozen soucet nekone¢né konvergentni fady podle
definice, tj. ur€enim limity posloupnosti ¢aste¢nych souctl. Stejnym zptsobem se
da postupovat i v pripadé nekonecné fady geometrické, tj. fady

a+ag+a+ad + .. Fagt ..,

kde &islo g — stejné jako u geometrické posloupnosti — se nazyvé kvocient. Césteény
soucet s, této fady pro ¢ # 1 zndme:

. a (1 —¢") . m aig"
n =

l-¢ 1-q 1—g¢

Uvédomime-li si déle, Ze pro |¢| < 1 je lim ¢™ = 0, dostaneme lim s,, = 2, coZ

znamena:

Nekonec¢na geometricka fada > a,¢" je pro |¢| < 1 konvergentni a ma soucet
ai

1—gq

S =

Pozndmka. U souctu nekonecné geometrické fady nezapominejte na podminku
|q| < 1. Napt. fada 1 + sin z +sin® z + sin®  +. . . m4 soucet jen pro takové x, pro
néZ je |sinx| # 1, takZe pro x = 35 jeji soucet neexistuje. (Pro toto x dostaneme
fadul -1+1-1+4+1...).

Uvedeny vzorec byl proa; > 0al > g > 0 odvozen v u€ebnici B. Bydzovského
,Aritmetika pro VI. a VIIL. tfidu gymnasii a redlnych gymnasii ““, vydané v Praze
roku 1911. ProtoZe v tehdejsi dobé se na gymnaziich neucily limity posloupnosti,
musel byt vzorec pro soucet nekonecné geometrické fady odvozen jinym zpu-
sobem. Pro zajimavost si tento zplisob ukdzeme; pfipomenme, Ze odvozeni je
provedeno za piedpokladu a; > 0, 1 > g > 0.

V soufadnicové soustavé na obr. 1 je zakreslena pfimka p o smérnici tana = g a
bod Alay, 0], kterym je vedena kolmice k ose x protinajici piimku p v bodé A; a
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P/ p
A.
A
P’ 1 Az
o
(o £ 4 i
O a; A g =2
Obrazek 1

dale primka, kterd s touto kolmici svira dhel « a protiné ptimku p v bodé P (nebot’
a < 45°). Délka tsecek OA;, A1 Ay, AsAs, ... vedenych mezi pfimkami OP a
AP stiidavé rovnobézné a kolmo k ose x maji postupné délky

ai, aptana = a1q, a; tan®a = alqz,al tan®a = aqu, ce

takZe soucet s této nekonecné fady je roven souctu délek téchto tsecek, tj. délce
d lomené cary OAA A, ... P. Délku d ur¢ime tak, Ze k souctu délek useCek
rovnobéznych s osou x ktery je roven délce dsecky OQ), pfipocteme soucet délek
usecek k ose x kolmych, ktery je roven délce dsecky PQ). Plati tedy

d =0Q| + |PQ| = |OP|(cos o + sin ).
Délku usecky O P uréime pomoci sinové véty v trojihelniku O AP:

0P| = ay sin(a + 90°) _g s COoS (v

. =a =ay ,
sin(90° — 2a) cos 2a cos? o — sin

2 o .
Dosazenim do vySe uvedeného vztahu pro d dostaneme hledany vzorec pro soucet
s dané nekonecné tady:

cosa + sin « CoS & ay a

) :a/l - = = = S.
cos? a — sin” « cosae —sina 1 —tana 1—g¢q

d = aq cos o

Vsimnéte si vSak, Ze v tomto odvozeni jsme se ,,dopustili* jistého nedopatieni,
nebot’ jsme predpokladali, Ze plati:

|OA|+|AA | +]|A1 Ag|+| A2 As|+. .. = (|JOA|+|A1 Ag|+. . ) +(JAA | +] A As|+. . .)

9



Toto nedopatfeni spoc¢ivalo v tom, Ze jsme v dané nekonec¢né fadé ,,prehdzeli*
poradi scitancii, coz vSak je mozné provést pouze u nekonecnych fad urcitého
typu. Nastésti vySe uvedend fada k tomuto typu patii, takze je toto odvozeni
v potfdadku. Zdiraznéme vsak, Ze prerovnat ¢leny nekonecné fady neni obecné
mozné!

YA
B,
BZ
BS
_________ a\ A/e , -
0 A, A,A; Afa,0]%
Obrazek 2

Priklad 3. Na obr. 2 je znazornéna lomena ¢ara OB A1 Bo A3 Bs . . ., jejiZ vrcholy
A; lezi na ose x a vrcholy B; na kiivce, ktera je grafem spojité funkce na intervalu
(0, a). Jednotlivé tsecky, z nichz je tato lomena ¢ara sloZena, jsou stéidavé rovno-
bézné s useCkou OB a s dseCkou A; By, ktera je kolmé na osu x. UrcCete délku d
této lomené Cary, znate-li dhel « a délku a.

Reseni. Sestrojime prisecik C' piimky OB; a kolmice k ose z vedené bodem A;
z obr. 3 je vidét, Ze délka tsecky OC' je soucet délek usecek svirajicich s osou x
thel o a délka tsecky AC je soucet délek usecek k ose x kolmych. Podobné jako
v predchézejicim odvozeni dostaneme

1+ si
d=|0C| +|AC| = % i gtana=q—20%
cos cos a

Vsimnéte si, Ze délka této ¢ary zavisi jen na velikosti thlu « a na délce intervalu
(0, a). Vezmeme-li na tomto intervalu graf jiné spojité funkce leZici v 1. kvadrantu-
napft. kruhovy oblouk se stfedem v poc¢étku-a sestrojime-li stejnym zpiisobem jako

s vz

v prikladu 12 lomenou ¢éaru s tymz thlem «, bude délka této lomené Cary stejnd.
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|BA,| = |cx)]
|8 = B,

e e i e e i e e

@) 4 -
O Al A2A3 A[as 0] X

Obrazek 3

Uloha 2. Vyjadiete periodické desetinné &islo 0, 547, jehoZ predperioda je 5 a
perioda 47, jako podil dvou pfirozenych cisel.

Priklad 4. Urcete soucet nekonecné fady
1+3x+522+ 728+ ...+ (2n—1)a™ 1t + ...

Reseni. U této aritmeticko-geometrické fady ur¢ime zndmym zptisobem soucet s,,
jejich prvnich n ¢lent

. 2nz™(x — 1) — (z + 1)(a™ — 1)
' o1y

a vypocteme lim s,, pro |z| < 1. Za tohoto pfedpokladu pro soucet s dané fady

dostaneme
z+1

§=—".
(x —1)2
Uloha 3. Uka’te, 7e pro soucet s nekone¢né aritmeticko-geometrické fady > a,,b,,
kde (a,) je aritmetickd posloupnost s prvnim ¢lenem a; a diferenci d, (b,) je
geometrickd posloupnost s prvnim ¢lenem b; a kvocientem ¢, za predpokladu
lg| < 1 plati:

. aiby n bidg

S l-q (1-¢)?*
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Achilles a zelva

Podle zndmé Zendénovy aporie Achilles nedohoni Zelvu, i kdyZ jeho rychlost je
vétsi nez rychlost Zelvy. Pribéhne-li totiz Achilles do bodu, ve kterém Zelva byla,
nez ji zaCal prondasledovat, Zelva uz v ném nebude, protoze za dobu, kterou Achilles
k dobéhnuti do tohoto budu potieboval, se premistila. Achilles vZdy pfibiha do
bodu, ve kterém uZz Zelva neni, protoZe mezitim se z tohoto bodu vzdalila. I kdyz
se Achilles Zelvé neustéle pribliZuje, nikdy ji nedohoni, pravi Zenén. Pokuste se
pomoci souctu nekonecné geometrické fady urcit, za jak dlouho Achilles Zelvu
dohoni, jsou-li dany rychlosti u, v Achilla a Zelvy a jejich pocatecni vzdalenost d.

Pozndmka. Zjistit, za jak dlouho Achilles Zelvu dohoni, je podstatné jednodussi,
kdyz si predstavime, Ze Zelva stoji a Achilles se k ni pribliZuje rychlosti v — v.
Zadny z obou zplisobt vypoctu viak nevysvétluje, kde je v Zenénove dvaze chyba.

Harmonicka rada

V ptikladu 1 byla ukdzdna fada, kterd diverguje k +o0, 1 kdyZ jeji ¢leny konverguji
k nule. Podobnou vlastnost md i fada | %, kterd se nazyva harmonicka. (Tento
nazev ma pivod v tom, Ze kazdy ¢len této fady s vyjimkou prvniho je harmonickym
prumérem svych ¢lenti sousednich.) UkdZeme nyni, Ze harmonickd fada diverguje
k +o0.

Vyjdeme z toho, Ze vime, Ze posloupnost (1 + )™ je rostouci a Ze m4 za limitu

s wos

¢islo e. Znamena to, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla n plati

1 n
(1+—) <e
n
1 .1 1
nln(1+—><1, tJ.—>1n<1+—).
n n n

Z této posledni nerovnosti dostdvame, Ze pro vSechna pfirozend n plati:

1 1 1 1 1 1
l1+—-+-+...+—>n2+In{(l+=-)J+n{(l+=]+...+In{1+—
2 3 n 2 3 n

neboli

S IS TS P
—Ill n2 n3 n n
n(2-3-4-...-(n+1)
- — ln(n + 1).
1-2-3-...n) n(n+1)

12



Tento vysledek znamend, Ze rostouci posloupnost ¢astecnych soucti harmonické
fady neni shora omezend, takZe tato fada diverguje k plus nekonecnu.
PoloZme si jeste otdzku, zda n-ty ¢astecny soucet s,, harmonické fady je pro néjaké
n celé ¢islo. K jejimu zodpovézeni vySetiime soucet
ISR
Sp—l==-+-+-+...+—.

" 2 3 4 n
VSimnéme si nejprve, Ze mezi vSemi témito sc¢itanci existuje aspoinl jeden zlomek,
jehoZ jmenovatel je mocnina dvou, a vyberme z nich ten, v jehoZ jmenovateli ma
¢islo dvé nejvétsi exponent - necht je to zlomek i V souctu

P SIS S N +.o+
Sp—1l=—+-+-+-+.. . +—+ =+ =+...+—
2 3 4 5 k=1 = 2k = 2kl n

proto plati

1 1 1

== .

2k n 2/€+1
Vyjadiime nyni kazdy zlomek %, 1= 2,3,...,n ve tvaru %mz kde 27 je jedna
z mocnin 2°,21 ... 2% a m; je liché &islo, a za jejich spole¢ného jmenovatele
vezmeme vyraz 2 - m, kde m = my - ms - ... - m,.

Prevedeme-li déle vSechny s¢itance zkoumaného souctu na tento spole¢ny jmeno-
vatel a seCteme-li je, bude soucet s,, — 1 roven zlomku, jehoz itatel je

2k-m+2k-m+2k-m+ +2k-m+2’“-m+2k-m+ +2"“-m
2 3 4 2k -1 2k 2k +1 T n
ProtoZe ¢islo 2% - m je délitelné kazdym z Cisel 2, 3,4, ..., n, je kazdy z téchto

n — 1 s¢itanci celé ¢islo a podivame-li se pozorné, zjistime, Ze vSechna az na jedno
. PRI LI . Y Y 2k.m X .

Jsou suda; jedinym lichym cislem je Cislo == = m. Citatel zlomku s, — 1 je tedy
¢islo liché, a vzhledem k tomu, Ze jeho jmenovatel 2k - m je ¢islo sudé, nenf tento
zlomek celé ¢islo.

Tim jsme dokdzali:

Soucet
I S
Sp = stgtgt o

prvnich n ¢lent harmonické Fady neni pro zadné prirozené n > 1 celé ¢islo.
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Diffie-Hellman-Merkle

v O

algoritmus vymény klicu

Petr Gajdos
SUSE Linux, Praha, czabas@volny.cz

Abstrakt

Protoze elektronickd vyména informaci hybe svétem, je nutno se zaby-
vat jeji bezpe€nosti. Spolehlivd komunikace musi byt v idedlnim pitipadé
zabezpecena proti:

1. odposlechu — nikdo krom adresita nesmi byt schopen tajnou zpravu
M Eist,
2. pozménéni — M nemiiZze modifikovat nikdo jiny neZ odesilatel,

3. podvrhnuti — ucastnik komunikace se nemiZe vydédvat za né¢koho
jiného,

4. zamezeni — nikdo by nemél byt schopen prerusit komunikaci jakym-
koliv zptisobem.

Pojdme se nyni podivat na jeden z problému, ktery vyplyva ze snahy dosah-
nout jistého stupn& zabezpe¢eni komunikace!.

Kryptologie jako véda se déli na dvé oblasti, kryptografii a kryptoanalyzu. Velmi
struéné feceno, kryptografie se zabyva konstrukcei Sifrovacich algoritmt (Sifer),
naproti tomu kryptoanalyza se pokousi je prolomit, tj. zjiStuje, do jaké miry je za
danych okolnosti néjaka Sifra bezpecna. Pfitom je veledtlezité si uvédomit: vzdy
zalezi také na tom, jak bezpecna Sifra ma byt.

Za z4kladni soucasné” déleni Sifer se povaZzuje:

1. Sifra symetricka — obé dvé strany komunikace sdili tajny kli¢. Odesilatel
zaSifruje zpravu tajnym klicem a odesle Sifrovany text adresitovi. Ten jej
pak desSifruje stejnym kli¢em anebo kli¢em odvozenym od Sifrovaciho,

2. sifra asymetricka — kazdy dcastnik komunikace ma jeden soukromy a jeden
vefejny kli¢. Adresét deSifruje svym soukromym kli¢em zpravu zaSifrova-
nou svym vetfejnym klicem.

'Nalezené chyby posilejte prosim na adresu czabas@volny.cz.
20d r. 1976, viz [4].
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Vetejny kli¢ asymetrické Sifry (viz napiiklad RSA) je zcela zamérné€ k dispozici
kazdému, a neni proto tfeba feSit bezpecné predani odesilateli Sifrované zpravy.
Jind situace nastava, je-li potfeba sdilet tajny kli¢ symetrické Sifry. Jeho distribuci
od jednoho ucastnika komunikace ke druhému tesi naptiklad Diffie-Hellman-
Merkle (DHM) algoritmus pro vyménu KIi¢a.

Sifra Julia Caesara

Nesetkal jsem se s ucebnici ¢i predndskou o kryptologii, kterd by nezacinala
Caesarovou Sifrou. Asi proto, Ze se na ni daji pékné ukdzat prvky symetrické
komunikace a slabiny jednoduchych Sifer. Nutno podotknout, Ze Caesar ji vSak
regulérné pouzival pro vojenské tcely. Jeji pfevodnik je nasledovny:

ptvodni text: ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY Z
Sifrovany text: DEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABC

Je tedy mozno fici, Ze doslo k jistému kruhovému posunu v abecedé o tii pismena.

Priklad 1. ZaSifrujme: LSMFDVATISICEJEDENACT.

pavodni text: LSMFDVATISICEJEDENACT
Sifrovany text: OVPIGYDWLVLEHMHGHQDEFW

U
Uloha 1. Desifrujte: YRVPCDMGHPHQDNRIROX.
Modularni aritmetika
Aby se ndm o této problematice 1épe hovofilo, ozna¢ime
r =amodn (D)

zbytek po déleni @ Cislem n. To mizeme udé€lat, protoZe podle véty o déleni se
zbytkem existuje pravé jedno &islo g a pravé jedno &islo® 0 < r < n tak, Ze

a=q-n+r.

Ocislujeme-li totiz jednotlivd pismena abecedy,

3Diilezité je, Ze 7 je pod n. Toto nase oznateni m4 jen malo spole¢ného s kongruenci modulo
n. Jedna se spiSe o operator modulo, ¢asto %, znamy z programovacich jazyka.

16



A B C D E F G H I J K L M
o 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
N O P O R S T U V W X Y 2Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

lze Caesarovu Sifru matematicky vyjadfit pomoci pficitani ¢isla 3 modulo 26.
Pocitani modulo konstanta spliiuje onu pozadovanou kruhovost. Naptiklad

(12 4+ 3) mod 26 = 15

(24 + 3) mod 26 = 1,

tj. pismeno M je zaSifrovano na P, resp. Y na B. Je samoziejmé mozZné Sifrovat
nejen kli¢em 3, ale jakymkoliv &islem* 0 < k < 26. Je jasné, Ze k musi obé strany
komunikace udrzet v tajnosti.

Piiklad 2. VSimnéme si, Ze pro 0 < x < n jest

(—z) modn=n-—z

Rovnost okamzit€ vyplyva z definice (1) a vztahu —x = —1 - n + (n — ).
O
Uloha 2. Zdiivodnéte
(u-n+v) modn =v modn (2)
Priklad 3. DokaZzme, Ze
(a +b) mod n = (a mod n 4+ b mod n) mod n 3)
PoloZzme r, = a mod n a r, = b mod n. Existuji ¢isla g, a g, tak, Ze
= ¢u-n+T,
b = q-n+mn
a vzhledem k (2)
(a+b) mod n = (gn+ 7, + g+ 75) mod n
= ((¢a + go)n + (ra + 1)) mod n = (rq + 1) mod n
O

4Kontroln{ otdzka: Co znamend $ifrovat kli¢em 0, 26 nebo k > 267

17



Uloha 3. Podobné ukaZte, 7e
(a-b) mod n = (a mod n - b mod n) mod n 4)
Poznamka 1. Z rovnosti (4) okamZité plyne

a™ mod n = (a mod n)™ mod n ®)

Mala Fermatova véta

Nejen RSA, ptiklad algoritmu pro asymetrické Sifrovani, ale 1 DHM uziva k ospra-
vedInéni své funkénosti poucku zndmou pod ndzvem Mald Fermatova véta’.
Jeji dlikaz si zjednodusime nésledujicim lemmatem. Zamyslete se nejdiive nad
nasledujici dlohou.

Uloha 4. Necht p je prvocislo. Pro kterd 7 je ¢islo

(7) - s e

déliterlné p a pro které ne?
Lemma 1. Necht’x,y € Z. Pro kazdé prvocislo p plati, Ze
(x +y)’ mod p = 2 + y* mod p

Diikaz. Podle véty o binomickém rozvoji mame

(x+y)P = (p) aPy” + (p)a:‘plyl + ...+ ( p ):clypl + (p) 2OyP,
0 1 p— 1 P

kde pro 0 < 7 < p je vyraz

(p) p-p—1)-...-(p—i+1)

i)~ i(i—1)-...-1

evidentné délitelny prvocislem p. Odtud
P <p>:pp_1y1+...+ < b )xlyp_l.
1 p—1

SRespektive jeji diisledek zapsany v nasf notaci.
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Uloha 5. Cemu je roven vyraz a” mod p, pokud prvocislo p déli a?

Véta 2. Necht’a je nezdporné celé Cislo a p je prvocislo, které nedéeli a (piseme
p 1 a). Potom
a’ mod p = a mod p, (6)

tedy zbytky po déleni cCisel aP, a Cislem p jsou stejné.
Diikaz. Postupujme indukci vzhledem k a.

1. Pro a = 0 je rovnost splnéna, nebot’ 0? mod p = 0

2. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro a = k, tedy pokladejme kP mod
p = k mod p za platné a pokusme se dokdzat totéZ pro a = k + 1, tj.

(k+1)? mod p = k + 1 mod p.
Z lemma 1 plyne

(k+ 1) mod p = kP + 1 mod p,
z induk¢éniho predpokladu pak

kP +1mod p =k + 1 mod p.

OJ

Existuji celé dokumenty, které se zabyvaji riznymi dikazy Malé Fermatovy véty,
napiiklad viz® [5].

Poznamka 2. Tuto vétu Ize preformulovat riuznymi zpusoby:

a?modp=amodp<a” 'modp=1lep|ld'—1ep|ld—a ()

Mnozina G, a jeji generatory

Pro kazdé p ozna¢me
Gp,=1{1,2,3,...,p—1}.

Generatorem této mnoZiny budeme rozumét kazdé Cislo g takové, zZe

G, = {g' mod p, g* mod p, g* mod p, ..., g" ! mod p}.

Zejména v tomto piipadé rozhodné preferuji anglickou verzi pred &eskou.
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Priklad 4. Je Cislo 6 generatorem mnoZziny G137

6! mod13 = 6
62 mod 13 10
63 mod 13 (10-6) mod 13 = 8
6% mod 13 (8-6)mod13 = 9
6° mod 13
6% mod 13
67 mod 13
6% mod 13
6° mod 13
6'° mod 13
6! mod 13
62 mod 13 =
Tedy {6*,6%,63,...,6'2} = {6,10,8,9,2,12,7,3,5,4,11,1} = {1,2,3,...,13 — 1}.
Cislo g = 6 je tedy generdtorem mnoZiny G'3.

o T | |
)

—_

Il
— = e OtW =N

O

Poznamka 3. Vsimnéme si, ze evidentné 6'3 = 6, 6'* = 10, 6'° = 8 atd. Vidime,
Ze celd sekvence se opét opakuje. Proc¢?

Priklad 5. Je Cislo 8 generatorem mnoZiny G137

8! mod 13
82 mod 13
8% mod 13
8* mod 13
8% mod 13
8% mod 13
8" mod 13
8% mod 13
8% mod 13
819 mod 13
81 mod 13
82 mod 13 =
Tedy {8!,8%,8%,...,812} = {8,5,1}. Cislo g = 8 tedy nenf generitorem mnoZiny
Gis.

oo

Il
= U100 — U100 — OGO — O

O

Poznamka 4. Oba pripady ilustruji platnost Malé Fermatovy véty.
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Diffie-Hellman-Merkle distribuce kli¢u

Césarovu Sifru je jednoduché rozsifrovat, zndme-li jeji algoritmus. Zdélo by se,
Ze je tedy nutné tajit algoritmy Sifer. Moderni kryptologie vSak razi opacny trend:
algoritmus je nutné zpfiistupnit Sirokému spektru lidi a podrobit jej tim tvrdé
kryptoanalyze. Bezpecnost Sifry potom spoc¢iva vyhradné na bezpecnosti klict a,
uvazujeme-li o symetrické Siffe, jejich distribuci. Jednou z moZnosti, jak klice
distribuovat je algoritmus, jehoz autory jsou Whitfield Diffie, Martin Hellman a
Ralph Merkle.

Dejme tomu, Ze si chce Alice s Bediichem vyménit divérnou informaci, jiz se
nesmi zmocnit Eva, naptiklad kli¢ k symetrickému Sifrovani. Podle D/ M budou
postupovat takto’:

Alice Eva Bedrich
zvoli prvocislo p
a k nému generator potencidlné zna )
g < p mnoziny G; - pag - wapag
posle je Bedrichovi
zvoli ndhodné zvoli ndhodné
¢islo r 4 (tajné) ¢islo rp (tajné)
Vy?f‘“ta — potencidlné zna — Vy}?OClta
x = g™ mod p . .y . y = ¢"8 mod p
a posle Bedfichovi ’ a posle Alici
vypocita vypocita
tajny kli¢ tajny kli¢
k =1y"* mod p k = 2" mod p
= ¢"4"8 mod p = ¢"*"B mod p

Tabulka 1: Diffie-Hellman-Merkle algoritmus

Priklad 6.

Na rozdil od Caesarovy Sifry si jednotlivé strany kli¢ nevoli. Vzhledem k tomu,
7e KIi¢ vznikd z ndhodnych &isel r 4 a rp, sdm je také ndhodné &islo.

Cela bezpecnost DH M stoji na obtiznosti ze znalosti x = g™,y = ¢"B ziskat
tajnd ¢islar4 arp. Pokud by tomu tak nebylo, Eva po ziskéni téchto Cisel okamzité
vypocitd k = g™ 7B,

7Zdroj: [3]
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Alice Eva Bedrich

p:=13,9g:=6 — p=13ag==6 — p=13ag==6
TA:=11 7"Bi=5
r=6"mod13=11 ~  z=1lLy=2  y=6modI3=2
soukromy kli¢ soukromy kli¢
k=2"mod 13 =7 k=11"mod 13 =7

Tabulka 2: Priklad pribéhu D H M

Alice nyni napfiklad® maze zaSifrovat zpradvu M < p vyndsobenim soukromym
klicem
C(M) = (M -k)mod p

a obdrZet tim Sifrovanou zpravu C'.
Bedfich poté C desifruje vyndsobenim (C' - k~') mod p = (C' - g7"4"#) mod p:

(C-k™Ymodp=((M-k)-k ") modp=(M-1)modp=M
Komunikace tedy vypadd nasledovné:

Alice i Bedrich
C=(M-k)modp M= (C-k ') modp
Bedfich mlze pak vypocitat inverzni prvek uzitim Malé Fermatovy véty:

2P=1)-rB (gTA)(P—l)—TB _ gTA'(P—l)—TA'TB

— (gpfl)r,q _g*TA'TB =1 _gf’I”A'TB _ kfl
vse mod p.
Priklad 7.

Navazeme-li na priklad 6 (p = 13, rg = 5, k = 7), symetricka Sifra by pro
M = 12 mohla probihat takto:

8Kli¢ miize byt vstupem jakékoliv symetrické Siffe.
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Alice N Bedrich
E~t = ze=D=8 mod p
M =12 — 110279 mod 13 = 2
C = (M-k)modp M = (C-k™')modp
— (12-7)mod 13 = 6 — (6-2) mod 13 = 12

Uloha 6. Jak zjisti prvek k=1 = g="4"5 Alice? Uvedte piiklad Sifrované komu-
nikace pro Bedrichovu zpravu M = 3, jejiz piijemcem je Alice.
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Jak lze rozvijet a testovat védecké
mysSleni zaku?
o Eva Hejn(/)v/ai _ _

Uvod

Stéle vétsi pocet Skol v soucasné dobé vyuzivd ve vyuce interaktivni tabule,
interaktivni udebnice apod. Zaci vétSinou ocefiuji vyuZivani téchto modernich
pomicek, nebot’ jim nabizeji méné stereotypni formu vyuky. Také mnozi ucitelé
tyto prostiedky radi vyuzivaji, mnozi k nim vSak stdle pristupuji s nedivérou a
néktefi je odmitaji iplné. V prispévku bude nejprve kritce predstaveno dalsi z fady
CD (Vlastnosti latek a téles), které vydalo v roce 2011 nakladatelstvi Prometheus
jako pomticku pro praci s interaktivni tabuli. V dalsi ¢asti prispévku se zaméfim na
priklady dloh, vybranych z nového CD, které mohou pfispivat k rozvoji kritického
(védeckého) mysleni zaki. V posledni ¢asti prispévku uvedu nékolik zakladnich
informaci o Lawsonové testu védeckého uvazovani, ktery ucastnici letni Skoly
resili.

Zakladni informace o novém CD (Vlastnosti latek a
téles)

V roce 2009 pripravilo nakladatelstvi Prometheus pro podporu interaktivni vyuky
fyziky CD s multimedidlnimi prezentacemi pro vyuku fyziky na ZS s moZnosti
vyuZziti na interaktivni tabuli [3] , které zahrnuje ucivo tématického celku Méreni
fyzikélnich veli¢in. Dalsi CD z této fady, které vyslo zacatkem roku 2011, je za-
méfeno na téma Vlastnosti latek a téles [4] . Obé CD doplniuji ucebnici autort
R. Koldfové a kol.: Fyzika pro 6. ro¢nik ZS, dobfe viak poslouZi i u¢iteléim,
ktefi uci podle jinych ucebnic. Autorsky kolektiv je tvofen didaktiky i uciteli ze
zékladnich skol (E. Hejnovd, Pfirodovédecka fakulta UJEP, Usti nad Labem, R.
Kolarova, Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha, V. Bdinkov4, Zdkladni Skola,
Novolisenskd 10, Brno, V. Kamenickd, Zakladni Skola, Uhelny trh 4, Praha 1).
CD Vlastnosti latek a téles zahrnuje pét predvadécich sesitd: T¢lesa a latky, Sily,
Stavba latek, Elektrovani a Magnety. Stejné jako v piedchozim CD jsme do jednot-
livych prezentaci zafazovali zejména rizné typy tloh, pficemz diraz jsme kladli
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zejména na vyuziti fyzikdlnich poznatkl v béZném Zivoté a na mezipfedmétové
vazby. Ke zvySeni motivace zaki pfispéje i maximalni snaha zarazovat zajimavé
problémové tlohy, ndméty na samostatnou praci, rizné soutéze, vyuzivani odkazi
na webové stranky atd. Ucitel také miZe prezentace podle svych predstav upravo-
vat, doplniovat a aktualizovat. Podrobnéjsi popis k usporadani jednotlivych seSitd
lze nalézt v publikaci [5] . Ukdzky uloh z CD jsou ke staZeni na strankach naklada-
telstvi Prometheus [9] . VétSina uloh je doplnéna metodickymi pozndmkami, které
uciteli usnadiiuji pfipravu na vyuku a ¢asto zahrnuji i dal$i ndméty na aktivity,
jez lze se zaky provadét v souvislosti s uvedenou dlohou nebo problémem. Na
mnoha strankdch v predvadécich seSitech jsou uvedeny odkazy na internet, kde
lze najit dalsi zajimavosti, informace k danému tématu, obrazky, applety apod.
Nekteré stranky obsahuji také ndmét na provedeni pokusu. Pro snazsi provedeni
experimentu je stranka doplnéna ndzornymi fotografiemi, piipadné videonahrév-
kou. Zavérecné stranky kazdého seSitu zahrnuji nejriiznéjsi zajimavosti, napady,
dopliiovacky a naméty na dalsi ¢innosti, které 1ze v souvislosti s probiranym té-
matem provadét. Na konec kazdého predvadéciho seSitu jsou zafazeny pojmové
struktury, resp. pojmové mapy. Pojmova mapa je diagram znazoriiujici vztahy mezi
pojmy uspofddanymi v hierarchické struktufe. Lze si ji pfedstavit jako prevraceny
strom: v horni ¢4sti mapy je nejobecnéjsi pojem a ten je spojen Carami (vétvemi) se
k pojmlm jesté nizsich drovni (obr. 1). Pro zachyceni vztahi mezi pojmy jsou
pouzita i tzv. kiiZova spojenti, tj.Cary propojujici pojmy z riznych ,,vétvi “. Podob-
nou technikou je mySlenkové mapovéni zavedené T. Buzanem [1] . V mySlenkové
mapé je hlavni (obecny) pojem uprostfed a z n€j vychdzeji do vSech stran Cary
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na strom shora. Ve srovnéani s pojmovou mapou nejde o hierarchické usporadani
pojmi a zpravidla nejsou kiizové propojeny pojmy z riznych vétvi. Myslenkové
mapy si Zaci vytvéreji individudlné, popt. ve skupindch, mohou byt vzajemné zna-
¢né odlisné. Zaci je mohou vytvafet postupné napf. jak se pii probirdni uréitého
tématu seznamuji s dal$imi pojmy.
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Vzajemné piisobeni téles
popisuje

1 zpisobuje

Zménu tvaru télesa
sila
zplisobuje
/\ zménu pohybu télesa

pfi dotyku téles "na dalku" prostiednictvim pole
4 gravitaéni magneticka elektricka
sila sila sila
gravitacni magnetické elektrické
pole Zemé pole pole

ﬂ'au

Obrazek 1: Ukazka hotové pojmové mapy z CD

Pii vytvareni pojmovych map se musi Zaci zamyslet i nad hierarchii pojmi a jejich
vzajemnymi vztahy. To je obtiznéjsi, ale dava jim to hlubsi vhled do vztahti mezi
pojmy a usnadiiuje to vytvoreni celkového obrazu o daném tématu a tim napoméha
i lepSimu zapamatovani a vyuZiti poznatkii. Nacviku vytvareni pojmovych map by
mohly pomoci i stranky zatfazené na konci kazdého predvadéciho sesitu. Jsou tam
uvedeny jednak hotové pojmové mapy a jednak netiplné mapy, kde zZici dopliiuji z
nabidnutych pojmi. ProtoZe se s touto technikou setkavaji zaci v 6. ro¢niku poprvé,
doplnili jsme 1 ilustraéni obrdzky, které jim mohou nékteré pojmy pfipomenout.
Ucitel podle situace v dané ti{dé muze bud’ pouZit hotovou mapu a postupné ji
pfi probirdni uciva odkryvat pomoci néstroje clona (napf. u Méfeni fyzikdlnich
veli¢in) nebo zkusit se Zaky dopliiovat netplné mapy (obr. 2) po probrini tématu
pfi opakovéni a systemizaci uciva, popf. nechat zZaky tvofit postupné pojmové
mapy samostatné a pak je porovnat s hotovymi mapami.
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Vzajemné plsobeni téles

popisuje
1 zplisobuje
Zmeénu
zplisobuje
/\ zménu
pffi dotyku téles "na dalku" prostiednictvim pole
i i . tvaru télesa
sila sila sila
l l l magneticka
gravitaéni
pole Zemé pole pole elektricka
l l l magnetické
gravitacni
pohybu télesa
elektrické
sila

Obrazek 2: Ukéazka nedplné mapy, kterou Zaci na interaktivni tabuli dopliiuji

Rozvoj prirodovédné gramotnosti Zzaku pomoci vy-
branych dloh z CD

Vyzkum PISA 2006 ukézal [8], Ze ,,silnou strankou ¢eskych Zaki jsou predevsim
faktografické znalosti. Problémy jim ale délalo napt. vytvareni hypotéz, vyuZivani
riznych vyzkumnych metod, experimentovani, ziskdvani a interpretace dat,
posuzovani vysledkt vyzkumu, formulovani a dokazovani zavéra*. Nasi zaci byli
podle [6] uspéSngjsi prii aplikaci védomosti neZ pii rozpoznavani otazek, které
Ize védecky zkoumat a pfi pouzivani védeckych dikazl. Vyuka piirodovédnych
predmétt na naSich zdkladnich Skolach zpravidla klade tradi¢né vétsi daraz ,,na
shromazdovéni a reprodukci teoretickych znalosti neZ na podstatu védeckého
zkoumdni a uvazovani “. Navic posledni Setfeni, realizované v roce 2009, ukizalo
[7] , Ze za Casové obdobi od roku 2006 do roku 2009 se vysledky ¢eskych zaku
v pifirodovédné Césti testu vyznamné zhorSily (vétsi pokles ve vysledku svych
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zakl zaznamenalo pouze Rakousko). Z vySe uvedenych ddvodi povazuji za
dilezité, aby ucitel mél moznost zaddvat Zadkiim tlohy rozvijejici védecké mysleni
co nejcastéji. BohuZel takovéto typy udloh se v naSich ucebnicich a sbirkach dloh
vyskytuji spiSe sporadicky a jejich zdroje jsou tak znacné omezené. Pro uclitele
je velmi obtiZzné, aby si tyto typy uloh vymyslel sdm. Domnivdm se, Ze nékteré
ulohy, které jsou uvedeny na CD, mohou dobfe poslouZzit k rozvoji kritického
(resp. védeckého) mysleni Zdki a mohou tak pfispivat k rozvoji pfirodovédné
gramotnosti zakll. Déti se pomoci té€chto tloh uci chédpat souvislosti a smysl
ruznych jevi, coz se v delSim ¢asovém horizontu jevi jako vyznamnéj$i nez
predkladame-1i zaktm jednotlivé pojmy & riiznd fakta. Zaci se pomoci takovych
uloh uéi rozpozndvat otazky, které je mozno zodpovédét pomoci védeckého
zkoumani, urovat dikazy nezbytné pro vyvozeni urCitého zavéru, vyvozovat a
srozumitelné formulovat zavéry nebo tyto zavéry posuzovat. Tento zptsob uceni
predkladané ve formé feSeni problémui umoziuje nejen rozvijet kritické mysleni
zaku, ale prispiva téz k poznavani, lepS§imu chapani a porozuméni okolniho svéta.
Jednotlivé typy téchto uloh, které jsou zafazeny do CD ,,Vlastnosti latek a téles®,
je mozné rozdélit do nasledujicich Ctyt skupin:

Rozhovor mezi détmi — Z4ci spolu diskutuji o ur¢itém problému, ktery je navozen
v zadén{ dlohy a miiZe byt doprovazen i kresbou situace &i fotografii. Zdkiim mtize
byt pfedlozeno nékolik moznych zavéra ¢i tvrzeni, z nichz miZe byt jen jedno
spravné, nebo mohou byt spravna viechna. Zici se timto zpisobem u&i dobie
argumentovat, vytvaret hypotézy, vyvozovat spravné zavéry apod. (ilustracni uloha
je prevzata z [4] ).

Pozorovani fotografii — Zaci maji na zdklad¢ svého pozorovani vyvodit spravné
zavéry, nebo fici, které skutecnosti zachycené na fotografii podporuji urcitou do-
mnénku (ilustra¢ni dloha je prevzata z [4] ).
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A

Déti vidély v televizi filmovy zaznam z , prochazky” americkych astronauti
po Mésici. Pfemysleji, jak Ize vysvétlit, Ze se astronauti pohybuji , lehéeji” nez
na Zemi. Rozhodni, které z déti ma pravdu.

Gravitacni sila. Gravitacni pole Gravitace na Mésici

Ja si myslim, Ze na Mésici neniatmosféra, a proto
je tam gravitaéni sila mensi nez na Zemi.

Ja si myslim, Ze na Mésici je jiné sloZeni hornin
neZ na Zemi, a proto je tam mensi gravitace.

Jirka

Poznamka

Podle mého je Mésic mensi heZ Zemé a je také lehdi,
Katka \‘[ proto na kosm ty plsobi Si gravitaénisila.

Chdzi astronautf si mbiZete prohlédnout na videonahravce z piistani Apolla 17 na Mésici na adrese
http://www.youtube.com/watch?v=8V9quPcNWZE

Obrazek 3: Rozhovor mezi détmi

7/ shiy
Z ceho Ize usuzovat, Ze i ostatni planety maji gravitaéni pole?

Prohlédni si pozorné fotografie povrchu Marsu a Venuse a zdlivodni proc si
myslis, Ze kolem prislusné planety je gravitacni pole.

Zajimavosti a ndpady Gravitace a planety

Zdroj: http: /fwww nasa.gov/ missicn_pages/marsfimages/index html Zdroj: hitp: /fwww nasa.gov fworldbock fvenus_wor ldbook html

Co své&dci o gravitaci na povrchu Marsu? Co svéd<i o gravitacina povrchu Venuse?

£
E
]
]
&

Obrézek 4: Pozorovéni fotografii
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Pokusy zadané pomoci obrazku — zdkim je predloZeno vyobrazeni jednoduchého
pokusu a ur¢ita myslenka nebo hypotéza, kterd ma byt ovéfena. Zaci pak maji napf-
naplanovat, které véci se musi porovnavat, jaké promeénné by se mely zménit, jaké
kroky musi udélat, aby ziskali potfebné tidaje atd. (ilustracni dloha je prevzata z

[4]).

V/M Ev k’E N. j HUSTOTY / Wpodéet hustoty ldtky Kdo ma pravdu?

Vahadlo vah na obrazku je ve vodorovné poloze. Co miizes usoudit o tom,
z ¢eho jsou koule vyrobeny? Se kterym nazorem souhlasi$ a pro¢?

Koule maji stejnou hmotnost,

ale riizny objem. Nemohou byt
tedy vyrobeny ze stejnych latek.
-
5 ¥

Koule mohou byt vyrobeny
z jedné latky, ale vétsi z nich Honza
by musela byt duta.

Jana
Kazda koule by mohla byt vyrobena
i z vice druhil latek. Pak by mohly
mit koule stejnou hmotnost, ale
riizny objem. 5
&
Katka

Obrazek 5: Pokusy zadané pomoci obrazku
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VIS - ,
V/ TELESA A LATKY, Zajimavosti a napady Jeskyné

Precti si, co je napsano v priivodci po Zbrasovskych aragonitovych jeskynich.

V jeskynich se vyskytuje oxid uhliditd, kterd se

uvolRuje z podzemnich jezer a udrZuje se nad
Jejich hladinou jako souvisly, nékolik metrs
mocng plynovy polstar. UroveX ndvitdvni trasy
Zbrasovskgch aragonitovych jeskyni se nachazi

zhruba na horni hranici tohoto polStare.

David s rodici si chté&ji udélat v nedéli vylet do téchto jeskyni.
Maji se obavat toho, Ze v nékterych mistech hebudou moci dobfe dychat?

Reseni

Ne, vzhledem k tomu, Ze oxid uhli¢ity je t&Zsi neZ vzduch, nerozptyli se do vyse
polozenych jeskynnich prostor, ale zlistava nahromadén v nejnizsich partiich

v tzv. ,plynovych jezerech".
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Vice o Zbrasovskych jeskynich se dozvite na adrese
http://www.caves.cz/cz/jeskyne/zbrasovske-araqonitove-jeskyne/

Obrazek 6: Informace z letaku, novin atd.

Informace z letdku, novin atd. — Zakim je pfedlozen stimulacni materidl ve
formé textu a otdzka, kterou maji zodpovédét. V téchto dlohéch je pak zpravidla
vyzadovéno vysvétleni néjakého jevu nebo zhodnoceni dané situace, pfi které Zaci
prokazuji porozuméni ur¢itému fyzikdlnimu poznatku (ilustra¢ni uloha je prevzata

z[4]).

Lawsonuv test védeckého uvazovani

Pokud chce ucitel zjistit, jak kvalitné jeho Zaci zvladaji védecké mysleni, nezdvisle
na konkrétnim tematickém celku a konkrétnich znalostech, miZze mu k tomuto
ucelu dobie slouzit Lawsoniiv test védeckého uvazovani [2] . Tento test vytvoril
A. E. Lawson na konci 70. let a vychazel pfitom z vyzkumi J. Piageta. Test
vypovidad o tom, jaké drovné védeckého uvazovéani dany respondent dosahl. V
testu jsou pouZzity otazky se stoupajici naro¢nosti. PouZivaji se riizné varianty
(do CesStiny byla preloZena varianta s 24 otdzkami), ale zdkladni princip je vzdy
zachovén. Timto zdkladnim principem je, Ze se hodnoti odpovéd na danou otdzku
a soucasné zdivodnéni této odpovédi (kromé poslednich dvou otdzek, které jsou
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nezéavislé). Jako pfiklad zde uvadim 11. a 12. ulohu, ktera patii k t€m obtiZn&jSim
(z 19 uciteld vyfresilo spravné obé dvé tlohy pouze 12):

11. Do kazdé ze ¢tyf sklenénych trubi¢ek ddme dvacet ovocnych musek. Trubicky
tésné uzavieme. Trubicky I a II jsou z€4sti pokryty cernym papirem. Trubicky III
a IV nejsou vibec zakryté. Trubicky jsou umistény tak, jak to ukazuje obrazek.
Pak je vystavime Cervenému svétlu po dobu péti minut. Na obrdzku jsou uvedeny
pocty musek v nezakrytych ¢dstech trubicek.

CERVENE SVETLO

2R R R R

— 4
[ () -

\4
(11 ] (70 ) 10)

tr ot

CERVENE SVETLO
Obrazek 7

Tento experiment ukazuje, Ze musky reaguji (to znamen4, Ze se posunou bliZ nebo
dal) na: a) ervené svétlo, ale ne na gravitaci b) gravitaci, ale ne na ervené svétlo
c¢) Cervené svétlo i na gravitaci d) nereaguji ani na ¢ervené svétlo ani na gravitaci
12. protoZe a) vétSina musek je v horni Casti trubicky III, ale jsou rozmistény
zhruba rovnomérné v trubicce II. b) vétSina musek nejde ke dnu trubicek I a III. c)
musky potiebuji svétlo, aby vidély a musi letét proti gravitaci. d) vétSina muSek
je v hornich koncich a v osvétlenych koncich trubicek. e) néjaké musky jsou na
obou koncich kazdé trubicky. 5. Zavér V soucasné dobé md moznost velky pocet
zakladnich Skol ziskat finanéni prostfedky na za-koupeni interaktivnich tabuli i
dalsich prostfedkt ICT prostiednictvim riznych projekti. Mimoprazské zakladni
Skoly je Casto ziskavaji zeyjména pomoci tzv. Sablon z Evropského socidlniho fondu
(jedna se o Sablonu III ,,VyuZivani ICT* a Sablonu V ,Pfirodni védy*), praz-ské
zdkladni Skoly pak mohou ziskdvat projekty z rtiznych operacnich programi vy-
hlaSovanych MSMT. Zefektivnéni pedagogické price piinaseji zejména hotové
prezentace, které vytvorili sami ucitelé a jez jsou dostupné napf. na internetu (viz
napt. portdl www.veskole.cz, http://rvp.cz atd.). V reakci na potiebu novych inter-
aktivnich materiald zacala také mnoha nakladatelstvi (Prometheus, Fraus Terasoft,
Nova skola, Conti SW apod.) vytvéret takové produkty pro vyukové potieby skol.
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Domnivéam se, Ze interaktivni prezentace, které jsme vytvorili, dobfe poslouZzi jako
vyukovy materidl pro smysluplné vyuziti interaktivni tabule. V neposledni fadé
mohou byt dlohy a dal$i ndméty prezentované na CD také zajimavym inspirac-
nim zdrojem pro vlastni tvorbu digitdlnich uc¢ebnich materidlt (tzv. DUMu), které
zpravidla byvaji nedilnou soucasti feSeni rtiznych projekti.
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Jedno zkoumani
kladnych celych cisel

Jan Kopka

katedra matematiky Prirodovédecké fakulty UJEP, jan.kopka@ujep.cz

Zkoumdéni matematické situace:

Matematicka situace — experimentovani — hypotéza ovéfeni — dikaz —
mat. véta. V centru této cesty stoji vysloveni hypotézy. Nyni ukdZeme zajimavé
zkoumani celych ¢isel, v jehoZ rdmci vyslovime nékolik hypotéz. To povede k
vytvofeni uréité mini—teorie. Ctenaf si i pomoci tohoto ¢lanku miiZe prohloubit
svoji predstavu o tom, jak se pracuje v matematice.

Problém 1. Soucet za sebou jdoucich kladnych celych cisel
Zkoumejte, kterd kladna celd ¢isla miZeme vyjadfit jako soucet za sebou jdoucich
kladnych celych ¢isel? Napt. 7 =3+4al5=1+2+3+4+5.

Reseni. ProtozZe o této problematice prozatim nic nevime, zacneme experimento-
vanim. Jsou mozné minimalné dva zptisoby jak postupovat:

a) Prvni zplisob piedstavuje strategii cesta zpét. Vezmeme nejprve za sebou jdouci
dvojice, pak trojice, pak Ctveftice, atd. kladnych celych ¢isel a vypocitdme jejich
soucty. Napf.

1+42=3 1+2+3=6 1+2+3+4=10
2+3=5 2434+4=9 243+4+5=14
34+4=7 34+44+5=12 34+44+5+6=18

s w7

Toto experimentovani ndm ukazuje, ze celd Cisla 3,5,7,6,9,12,10, 14, 18
miZeme zapsat jako soucet za sebou jdoucich ¢isel. Pokud je uspofdadame
podle velikosti, dostaneme posloupnost

3,5,6,7,9,10,12,14,18, ...

a miZeme objevit zdkonitost — kterd ¢isla v posloupnosti jsou a kterd nikoliv.
Ponechame ¢tendfe, aby v tomto zplsobu zkoumani pokracoval. Pozname-
nejme vSak, Ze neZ budete zkoumat vyslednou posloupnost, tak urcete jeSté
dalsi soucty. V ndmi uvedené ¢4sti této posloupnosti totiZ urcité jesté néktera
¢isla chybi.
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b) Druhy zptisob predstavuje také systematické experimentovani. Spociva v tom,
Ze budeme postupné brat podle velikosti jednotliva pfirozend cisla, tj. isla
1,2,3,4,... a pokusime se zapisovat je jako soucet za sebou jdoucich Cisel.
My v dal$im zvolime pravé tento druhy zplsob experimentovani.
Experimentovani:

1 =041 Neplati, O neni kladné &islo.

2= Nelze.
3=1+2 Ano.

4 = Opét nelze.
5=2+4+3 Ano.

Po tomto experimentovani mizeme vyslovit hypotézu:
Hypotéza 1: Suda kladna celd ¢isla nelze vyjadfit jako soucet za sebou jdoucich
kladnych celych ¢isel.

Pokracujme v systematickém experimentovani:

6=1+2+4+3 Ano. 9=2+3+14 Ano.
7T=3+14 Ano. 10=14+2+3+4 Ano.
8 = Nelze. 11 =54+6 Ano.

Experiment pro ¢islo 6 nebo 10 ukazuje, Ze hypotéza 1 neplati. Kazdy z téchto
piikladi hypotézu vyvraci. Ctenaf miiZe v experimentovani je§té pokradovat. My
jsme zjistili, Ze ¢isla 1,2,4 a 8 nelze vyjadrfit ve tvaru souctu. Jsou to mocniny
Cisla 2. Proto miizeme vyslovit :

Hytotéza 2: Mocniny ¢isla 2 nelze vyjadfit jako soucet za sebou jdoucich klad-
nych celych &isel.

Hypotézu 2 miiZeme testovat napi. pomoci ¢isla 2 = 16. Zjistime, Ze ani toto
¢islo nelze vyjadrit v pozadovaném souctovém tvaru. Proto nyni jesté vice véiime,
ze hypotéza 2 plati. Dok4zat ji vSak v tuto chvili neumime. Pokud ctenar udéla
jesté nékolik dalsich experimenti, pak jist€ spolu s ndmi dojde k zavéru, Ze plati:
Hypotéza 3: Vsechna kladnd celd Cisla, s vyjimkou mocnin ¢isla 2, 1ze vyjadfit
jako soucet za sebou jdoucich kladnych celych cisel.

Jak dokazat hypotézu 2 a 37 V prvni fadé se pokusime nalézt néjakou vlastnost,
které od sebe odliSuje mocniny ¢isla 2 a ostatni kladna cela ¢isla. Pomoci takovéto
vlastnosti se ndim pak miiZze podafit dikazy provést. Z teorie dé€litelnosti vime,
Ze mocniny ¢isla 2 maji jediného prvociselného délitele a tim je ¢islo 2. VSichni
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délitelé mocnin ¢isla 2 jsou proto suda Cisla, s vyjimkou ¢isla 1. Naproti tomu
ostatni kladn4 cel4 ¢isla maji vzdy alesponi jednoho lichého prvociselného délitele
rizného od ¢isla 1. Pifklad: Délitelé ¢isla 2° = 32 jsou: 32,16, 8,4, 2, 1. VSichni
délitelé s vyjimkou ¢isla 1 jsou sudd Cisla.

Délitelé ¢isla 24 jsou: 24,12,8,6,4, 3,2, 1. Tady je lichy d¢litel rizny od ¢isla 1.
Je to ¢&islo 3.

Maéme tedy urcitou vlastnost, kterd od sebe nase dva druhy &isel odliSuje. Prefor-
mulujme proto pomoci této vlastnosti hypotézy 2 a 3.

Hypotéza 2a: Jestlize ma kladné celé Cislo n pouze sudé délitele mimo ¢islo 1,
pak n nelze vyjadiit jako soucet za sebou jdoucich kladnych celych ¢isel.
Hytotéza 3a: Jestlize ma kladné celé Cislo n alesponl jednoho lichého délitele
rizného od ¢isla 1, pak n lze vyjadrit jako soucet za sebou jdoucich kladnych
celych ¢isel. Zacneme hypotézou 3a. Pokusime se objevit ideu jejiho dikazu. Da-
151 experimentovani nim pomiZze ukdzat, jak pfitomnost lichého délitele Cisla n
umozni napsat toto ¢islo v souctovém tvaru. Vezméme Cisla, kterd maji alespon
jednoho lichého délitele, napf. nasobky Cisel 3,5 a 7.

Nésobky cisla 3: Nésobky cisla 5:

1-3=1+ 2 1-5= 2 +3
2:3=1+2+ 3 2-5=1+2+3+14

3-3= +2+3+14 3-5=1+2+3+4+5
4.3 = 3+4+5 4-5= 2+34+4+5+6
Obecné

9-3=(9g-1)+g+(g+1) g5=@g-2)+@g-1+g+(g+1)+(g+2)

N4ésobky cisla 7:

1-7= 3+4 4-7T=1424+3+4+5+6+7

2.7 = 24+3+4+5 5-7= 24+3+4+54+6+7+8
3:-7=14+24+34+4+5+6 6-7= 3+4+5+6+7+8+9
Obecné

g-7=(9-3)+(@g—-2)+(@g-1)+g+(g+1)+(g+2)+(g+3)

Poznamenejme, Ze uvedené obecné formule plati pouze tehdy, kdyz je ¢islo g
dostatecné velké.

37



A nyni obecné: Jestlize ma kladné celé ¢islo n lichého délitele 2k + 1 (kde £ je
kladné celé ¢islo), to znamend, kdyZ n miZeme zapsat ve tvaru

n = g2k + 1), (1)
pak n miizeme zapsat i jako soucet
n=g-k+...+@-2)+@g-1)+g+(@+1)+(g+2)+...+(g+k). 2

Skutecné, jestlize seCteme vyrazy (termy) na pravé strané formule (2), dostaneme
vyraz (term) na pravé strané formule (1). Formule (2) pfedstavuje nejvétsi objev
naseho dosavadniho snaZeni. Rikd, 7e ¢&islo n, které lze zapsat ve tvaru (1) je
soucet 2k + 1 za sebou jdoucich celych ¢isel, pfiCemZ uprostied je ¢islo g. Toto
uz téméf predstavuje zdivodnéni hypotézy 3a. BohuZzel ale ne vSechny vyrazy na

pravé stran¢ formule (2) musi pfedstavovat kladna ¢isla. Napf. jestlize pouZijeme
formuli (2) nan = 3,5,7,10 a 14, dostaneme:

3=1-3=0+1+2

0=1-5=-1+0+1+2+3

7T=1-7T=-24(-1)+0+1+2+3+14
10=2-5=0+1+2+3+4
14=2-7T=-14+0+1+2+3+4+5

Jestlize vezmeme napf. vyjadieni Cisla 7 a odstranime nulu a navic provedeme vy-
kraceni zdpornych a odpovidajicich kladnych ¢isel dostaneme jiZ nase pozadované
vyjadreni pouze pomoci samych kladnych ¢&isel.

7T=17=-24+(-1)+0+1+2+3+4=3+4
Nyni jiZ mame ideu ditkazu.

Diikaz. (hypotézy 3a) Necht kladné celé ¢islo n ma lichého délitele 2k + 1. Pak
n lze napsat ve tvaru (1). Nyni jiZ vime, Ze n mlizeme piepsat do tvaru (2)

n=g—k)+.+0@-2)+—-1)+g+@+1D)+(g+2)+..+(g+ k),

kde ¢ je také délitel Cisla n. Jak na pravé strané formule (2) dostaneme dvé
nebo vice kladnych celych ¢&isel? JestliZze je v souctu ¢islo 0, pak ho miizeme
vyskrtnout. Pokud jsou tam zapornd ¢isla, mizeme je vykratit s odpovidajicimi
kladnymi ¢isly. Celkovy soucet Cisel je i po vykrdceni a odstranéni nuly stejny,
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tzn. n. Kladnych Cisel je vic nez zapornych (celkovy soucet je kladné Cislo n), a
proto tam po kraceni n¢jaka kladna ¢isla zGstanou. NemiiZe tam zUstat pouze jedno
¢islo? Nemtize. Pivodni pocet vSech Cisel byl vyjadien lichym cislem. Dame-li
nulu pry¢ a provedeme-li vykraceni, odstranime lichy pocet ¢isel. Pokud od lichého
Cisla odecteme liché Cislo, dostaneme Cislo sudé. Po vykraceni proto musi zlistat
na pravé stran€ formule (2) sudy pocet Cisel, tedy nejméné dvé. OJ

Po tomto dikazu miZeme hypotézu 3a piejmenovat na vétu.

Véta 3. Jestlize md kladné celé Cislo n alespori jednoho lichého délitele rizného
od cisla 1, pak n lze vyjadrit jako soucet za sebou jdoucich kladnych celych cisel.

Ted jiz mame uréité zkuSenosti se zkoumanou problematikou a tak nds muze
napadnout, Ze i obraceni véty 1 by mohlo platit.

Véta 4. Jestlize lze kladné celé cislo n vyjddrit jako soucet za sebou jdoucich
kladnych celych Cisel, pak md n alespori jednoho lichého délitele riizného od cisla

1.

Diikaz. ZapiSmen vetvarun = g1+ 9o +...+ ¢, kde g1, go, . . ., g, jsou za sebou
jdouci kladn4 celé ¢isla. Uvazujme dva piipady:

a) r je liché cislo
b) r je sudé ¢islo

Piipad a): Cislo n zapi§eme pomoci formule (2). Cislo uprostied souétu ozna¢ime
g. Skutecnost, Ze Cislo r je liché garantuje, Ze je zde prostiedni Clen. Pak stejné
jako pfi naSem experimentovani mtizeme ¢islo n napsat ve tvarun = g - (2k + 1).
Misto 2k + 1 bychom samoziejmé mohli nyni psat . Vidime, Ze ¢islo n» m4 lichého
délitele vétsiho nez 1 a je to Cislo 2k + 1.

Pripad b): NemlZeme postupovat jako v pripad€ a), protoze zde neni prostiedni
¢len. Muzeme vSak soucet g; + g2 + ... + g, ,,rozsifit” doleva tak, Ze priddme
kladna ¢isla az k nule, nulu a zdpornych tolik, kolik jsme pfidali kladnych. K
pivodnimu souctu tak pfidime soucet

(g =D+ +(-2)+ (D +0+1+2+...+ (g1 — 1).
Vznikly soucet je stejny jako ptivodni, tzn. n, protoZe jsme piidali nulu a déle plati,

Ze ptidand zaporna Cisla se daji vykratit s odpovidajicimi pfidanymi kladnymi ¢isly.
Pocet s¢itanych ¢isel je v§ak nyni lichy. Timto rozsifenim jsme ziskali situaci, ktera
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je stejnd jako v piipadé a). Cislo n je nyni rozepsané tak, jak predepisuje formule
(2) a jeji pravou stranu miiZzeme upravit do tvaru formule (1). Ta ndm jiz fika, Ze
¢islo n m4 lichého délitele vétsiho nez 1. U

Je tézké tici, jak jsme vymysleli v ¢asti b) ,,trik rozsiteni souctu. Byli jsme moti-
vovani tim, Ze jsme chtéli situaci b) prevést na jiz vyfeSenou situaci a). Takovéto
triky se v matematice obCas vyskytuji. Je to ukazka tviréi stranky matematiky.
Vétu 1 a k ni obracenou vétu 2 mizeme spojit do jedné véty.

Véta 5. Kladné celé cislo n lze vyjddrit jako soucet za sebou jdoucich kladnych
celych Cisel, pravé kdyZ md n alespori jednoho lichého délitele riizného od cisla 1.

Vratme se k hypotéza 2a. Ta zatim dokdzand neni. Ted by to vSak méla byt uz
,hracka®. ProtoZe mocniny ¢isla 2 maji pouze sudé délitele s vyjimkou Cisla 1,
neni mozné je podle véty 3 rozloZit na soucet za sebou jdoucich kladnych celych
¢isel. Tato hypotéza je tak jednoduchym dusledkem véty 3. Pfesto ji vyslovime
jako samostatnou vétu.

Véta 6. Mocniny cisla 2 nelze vyjddrit jako soucet za sebou jdoucich kladnych
celych cisel.

Vyslovme inspiraci pro dals$i zkoumdni.
Néktera cel4 Cisla 1ze vyjadrit jako soucet za sebou jdoucich kladnych celych ¢isel
riznym zpiisobem, napf.:

18=5+6+7=3+4+5+6.

z w7z

Problém: Zkoumejte, kolika zptsoby Ize dané kladné celé Cislo n vyjadfit jako
soucet za sebou jdoucich kladnych celych ¢isel.

Muzeme opét experimentovat. K ziskani odpovédi ndm vsak staci vySe uvedena
mini-teorie. Ted’ jiz vime, Ze ke kaZzdému lichému d€liteli ¢isla n (a pravé jenom
k nému) existuje rozklad ¢isla n na poZadovany soucet. Formule (2) dokonce uka-
zuje, jak se tento rozklad vytvoii. ReSeni vysloveného problému je proto obsazeno
v nésledujici véte:

Véta 7. Necht'n je kladné celé cislo. Pocet reprezentact ¢isla n jako soucti za
sebou jdoucich kladnych celych Cisel je stejny, jako je pocet lichych délitelu ¢isla
n ruznych od cisla 1.

Demonstrujme vétu 5 i s ukazkou vytvoreni vSech rozkladii pomoci nasledujictho
prikladu.
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Priklad 1. Cislo 30 = 2 - 3 - 5 ma tfi liché délitele: 3,5 a 3 -5 = 15. Lze proto
zapsat trojim zptisobem jako soucet za sebou jdoucich kladnych celych Cisel.
Soucet tif za sebou jdoucich kladnych cisel: 30 = 9 + 10 + 11.

Soucet péti za sebou jdoucich kladnych Cisel: 30 =4 +5+6 + 7+ 8.

Soucet patnécti za sebou jdoucich ¢isel (nebo po vykraceni ¢tyf za sebou jdoucich
kladnych celych Eisel):

30 = (=5)+(=4)+(=3)+(=2)+(=1)+0+14+2+34+44+5+6+7+8+9 = 6+7+8+9

Tim naSe zkoumani konci. Na zavér vSak jesté uvedeme dvé didaktické poznamky:

Pozndmka. Pti zkoumani miiZzeme vyuZit geometrickou cestu a vzit na pomoc
nasledujici obrazky:

& B 0 Ko B 532

Obrazek 1

ProtoZe obrazky vypadaji jako sloZené diivi (kmeny stromi) nebo sloZené roury,
nazyvaji se nékdy ziskana Cisla ,,rourova“. Pivodni problém by pak mohl znit:
Urcete, ktera ¢isla jsou rourova. Pokud je na obrazku cely ,.trojahelnik, odpovida
mu trojihelnikové &islo. Pokud je na obrazku ,,sefiznuty* trojihelnik, pak ¢islo,
které mu odpovida je rozdilem dvou trojihelnikovych ¢isel.

Pozndmka. K centrdlni formuli
n=@g-k+.+0@-2)+@g-1+g9g+@+1)+(9g+2)+..+(g+k)
mizZeme dospét napf. pomoci nasledujicich pfikladd
4.-3=4+4+4=4-1)+4+(4+1)
nebo
6-5=6+6+6+6+6=(6—2)+(6—1)+6+(6+1)+(6+2).

Podstatné pfi objevovani je samoziejmé to, Ze stejnych s¢itanct je lichy pocet,

pricemz od prostiedniho Cisla doprava postupné ¢isla zvétSujeme o 1, 2, 3, atd. a
doleva c¢isla zmenSujeme o 1, 2, 3, atd.
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Magicky Ctverec a hra s mincemi
Jan Kopka

katedra matematiky Pfirodovédecké fakulty UJEP, jan.kopka@ujep.cz

Tlacitka na mobilnim telefonu

Magické ¢tverce fascinovaly matematiky jiz ve starovéku!. Mezi nejznaméjsi ma-
gické Ctverce patii dnes Ctverec, ktery je na médirytiné Melancholie od Albrechta
Diirera z roku 1514. V tomto ¢ldnku ukdZeme jeden velmi jednoduchy piipad
takového Ctverce.

(a) Melancholie (b) Detail magického Ctverce

Obrazek 1: Pfiklad magického Ctverce

Uloha 1. Ciselni tla&itka na mobilu jsou uspotrddand do nésledujiciho Ctverce (viz
obr. 2):

'K nésledujici velmi zajimavé problematice inspiroval autora prof. M. Trenkler z PF KU
RuZomberok, ktery se problematikou magickych ¢tverct jiz delsi dobu zabyva.
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11213

516
71819
Obrazek 2

Secteme-li vSechna ¢isla ve druhém sloupci nebo vSechna Cisla ve druhém fadku,
¢1 v hlavni nebo vedlejsi diagonale, vZdy dostaneme Cislo 15. Piekontrolujte.

Problém 2. Premistéte tlacitka na mobilnim telefonu (viz obr. 2) tak, aby vyse
uvedené soucty zustaly 15, ale navic, aby i soucty Cisel ve zbylych fadcich a
sloupcich byly 15. Pfemistéte pfi tom minimélni pocet tlacitek.

Uloha po nés vlastng poZaduje sestrojeni uréitého magického &tverce velikosti
3 x 3.

Reseni. Mzeme za&it ndhodnym experimentovanim (strategie pokus — omyl)
nebo experimentovanim pokus — ovéreni — korekce, ale to nemusi vést brzy k
cili. Toto experimentovani nam vSak miiZze pomoci dikladné pochopit problém.
Zamyslime se proto nad tim, jak postupovat jinak.

Polozime si otdzku, ktera ¢isla by mohla byt umisténa do rohd, kterd mezi né a
které ¢islo doprostred Ctverce. Soucet kazdych tff uvazovanych cisel musi byt 15.
Postupujme tedy obrdcen€. Najdéme vSechny mozné rozklady cisla 15 na soucet
t¥{ &isel. Cisla v rozkladech viak mohou byt pouze Cisla 1,2, 3,...,9. Pokud bude
v rozkladu ¢éislo 1, dostaneme:

15=1+5+9
15=1+6+38

Cislo 1 je tedy pouze ve dvou rozkladech, a musi proto byt umisténo nékde ve

nstiedu strany®. Tam se totiZ ,,protind* fddek a sloupec. Pokud bude v rozkladu
¢islo 2, dostaneme:

15=2+4+9
15=2+5+8
15=24+6+7

Cislo 2 je ve tfech rozkladech, a musi proto byt umisténo nékde v rohu &tverce.
Tam se ,,protind“ fadek, sloupec a diagondla. Pokud bude v rozkladu ¢islo 3, jsou
takové rozklady opét pouze dva:

15=3+4+38
15=3+5+7
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Cislo 3 proto musi byt umisténo nékde ve stfedu strany. Budeme-li v tomto roz-
kladani ¢isla 15 pokracovat, zjistime, Ze vSechna Cisla jsou pravé ve dvou nebo
pravé ve tfech rozkladech, pouze Cislo 5 je pravé ve Ctyfech rozkladech.

15=5+1+9
15=5+2+8
15=5+3+7
15=5+4+6

Cislo 5 proto musi byt i pfi tomto pozadovaném pieskupent stale uprostied tverce.

P13

Tam se totiZ ,,protind* fadek, sloupec a obé diagondly. Na zdvér vytvareni vSech

o v,

moznych rozkladu ¢isla 15 mizeme fici:
* Cisla 2,4, 6,8 musi byt umisténa v rozich.
* Cisla 1,3, 7,9 musi byt umisténa mezi nimi.
« Cislo 5 musi byt umisténo uprostied &tverce.

Nyni miizeme zkouset vkladat uvedend ¢isla na pfislu$nd pole a ovéfovat, zda vysel
magicky ¢tverec. Udélame-li nékolik takovych experiment, jisté si uvédomime
zdkonitost, jak &isla do ¢tverce umistit. Jedno takovéto rozmisténi je zndzornéno
na obr. 3.

2194
71513
61118
Obrazek 3

Ctenéf si miZe prekontrolovat, zda opravdu viechny poZadované soudty jsou 15.
Jsou jesté néjaka dalsi feSeni? ProtoZe Ctverec ma celkem 8 shodnosti (4 osové
soumérnosti a 4 otoCeni zahrnujici i identitu), miZeme pomoci nich z naseho
Ctverce sestrojit jeSt€ 7 dalSich magickych ¢tverct. Toto vSak jiz pfenechame
ctendfi.

Uloha 2. Nyni, kdyZ jsme problém vyfesili, mizete odpovédét na otazku: Kolik
tlac¢itek musite pfemistit, abyste dostali ,,magickou* kldvesnici? Odpovézte, nez
budete pokracovat ve Cteni.

Odpovéd. Musime premistit vS§echna tlac¢itka mimo prostiedniho tlacitka 5.
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Uloha 3. Viech osm magickych ¢tverct 3 x 3 ma uprostied ¢islo 5. Kolik dalSich
¢isel musite zadat a kam, aby byl ¢tverec jednoznacné uren? Odpovézte, nez
budete pokracovat ve Cteni.

K odpovédi se miZeme dostat napf. experimentovanim se ¢tvercem na obr. 19.
Musime zadat dvé dalsi ¢isla, kterd vSak nesmi lezet ve stejné diagondle, ani ve
stejném fadku nebo sloupci. Navic pfitom musime splnit vySe uvedené podminky:
Pokud je ¢islo v rohovém ctvereCku, musi byt sudé a pokud je uprostied strany,
musi byt liché. Jest€ v§ak musi platit, Ze soucet té€chto dvou zadanych ¢isel nesmi

byt 10. (Pro¢?)
Pozndmka. Bylo by jisté zajimavé mit na klavesnici svého mobilu ¢islice uspota-

dané do magického Ctverce, nebylo by to vSak pravdépodobné piilis praktické.

Vyse uvedenou tlohu nyni mtizete obménovat. Do ¢tvereckti miZete napt. vkla-
dat ¢isla 2 az 10 nebo 3 aZ 11 nebo napf. néjakou skupinu ¢isel sudych nebo
prvocisla. Mohli byste se pak pokusit vyslovit podminky (alespon nutné), které
musi pouzitych devét ¢isel spliiovat, aby tloha méla feseni.

Hra u kulatého stolu

Hrozen je motivovan pfimo zdkladnim problémem a nepoZaduje téméf Zadné
predbézné matematické znalosti.

Hra: Dva hraci A a B maji dostatek minc{ stejné velikosti, aby mohli hrat hru u
kulatého stolu.

Hra m4 tato pravidla:

1. Hraci pokladaji mince stiidavé na stil tak, aby se neprekryvaly.
2. Hrag, ktery jako prvni nemuiZe poloZit svoji minci na stll, prohrava.

NezZ za¢neme hrét, bylo by vhodné dohodnout se (definovat), co znamena poloZit
minci na stil. V podstaté jsou mozné dvé definice:

a) celd jedna strana mince leZi na ploSe stolu,
b) mince na stole ,,drzi* (miiZe trochu presahovat i pfes okraj stolu).

Prijmé€me v celé dalsi ¢asti definici a). Obecnéjsi definice b) samoziejmé mize vést
na nékterych mistech k jinym zavértim. Na tuto rozdilnost ¢tenafe upozornime.
Studenti si mohou hru zahrit a pak jim sdélime, Ze existuje vitéznd strategie pro
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hrace, ktery prvni pokladd minci na stil. Dohodnéme se, Ze oznaceni prvni hrac
a hra¢ A znamena totéz. Vzhledem k pfijaté definici a) bychom v$ak méli dodat,
Ze vitézna strategie pro prvniho hri¢e miZe existovat pouze tehdy, kdyz stil je
dostate¢né velky, aby se na n&j vesla alespoii jedna mince?®. V piipadé definice
b) by tato podminka z pochopitelnych divodi odpadla. A nyni jiZ pfistupme k
zékladnimu problému naseho budouciho hroznu.

Zakladni problém: Zahrajte si hru na modelu stolu a pokuste se objevit vitéznou
strategii prvniho hrace (hrace A).

Pozndmka. Studenti si pred zaddnim problému vystiihli ze ctvrtky kruhy o
pruméru 16 cm a pfinesli si bud mince nebo néjaka stejné velkd kolecka dvou
barev. Problematiku jsme zkouSeli na zdkladni a stiedni Skole, ale i na Skole vy-
soké. Hra zaujala nejen Zdky a studenty, ale 1 jejich ucitele. Byli jsme piekvapeni,
Ze napt. i néktefi z 74kt Sestého roc¢niku vitéznou strategii po urcité, ne prilis
dlouhé dobé objevili. Dodejme vsak, Ze zdaleka ne vSichni feSitelé z fad déti, ale i
dospélych, byli pii objevovani vitézné strategie tispésni. Proto zdliraznéme, Ze po-
kud nékdo vitéznou strategii neobjevi, pak mu ji musime sdé€lit nebo 1épe, musime
ho k ni dovést. Tato skutecnost mu vSak nikterak nebrani, aby se aktivné zucastnil
pozdgjsiho vytvareni novych problému a jejich feSeni. Nez vSak k tomu miize
dojit, musi mit dostatek Casu, aby metodu feSeni zdkladniho problému skute¢né
pochopil.

Reseni. Hra& A poloZi svoji prvni minci do stiedu stolu a kazdou dal3i minci vzdy
stredové soumérné s minci svého protihrace. Touto strategii si zajisti, Ze miZe
polozit minci vZdy, kdyZ ji miZe polozit protihra¢ B (viz obr. 4).

Obrazek 4

Tato podminka bude normalnfm lidem pfipadat pfinejmensim podivn4, nebot stoly obvykle
tuto podminku spliiuji. My ji vSak vyslovit musime, nebot’ se chovdme tak, jak se v matematice
slusi.
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Tim konéi prvni faze nasi metody a muzeme proto pfistoupit k fazi druhé. Zo-
pakujme, Ze v této fazi bud sami nebo 1épe, ve spoluprici se studenty vytvafime
pomoci zdkladniho problému problémy nové a snazime se je vyfeSit pomoci jiZ
zndmé vitézné strategie prvniho hrace. V tomto demonstracnim piikladé vSak ne-
budeme jednotlivé problémy piimo vypisovat. SpiSe se zaméfime na to, abychom
ukdzali n€kolik moznych skupin té€chto novych problémiti.

Prvni variace zakladniho problému: zména tvaru stolu

Co se stane s vitéznou strategii prvniho hrace, pokud ke hie uZijeme stil jiného
tvaru. MiZe to byt postupné stiil ¢tvercovy, obdélnikovy, trojihelnikovy, lichobéz-
nikovy, sttl ve tvaru podkovy atd. (viz obr. 5).

AWAN

Obrazek 5

Reseni. Ulohu fesime pro kazdy stil zvlast'a potom ziskané poznatky zobecnime.
Vitézna strategie prvniho hrace je zfeymé pouZitelna pro kazdy stredové soumérny
stul.

Druha variace zakladniho problému: deska stolu s otvory

Pocet otvorti mize byt rizny a také jejich rozmisténi. Zabyvejme se zde jenom
nejjednodussi situaci, kdy stfedoveé soumérny stiil ma jeden kulaty otvor, a to pravé
uprostied (napf. zahradni stil s otvorem pro slunecnik). Co se v tomto piipadé

stane s vitéznou strategii prvniho hrace?

Reseni. Vitézna strategie z prvniho hrace prechdzi tentokrdt na druhého hrace.
Poznamenejme, Ze v piipadé vySe uvedené definice b) by zéleZelo na velikosti
uvazovaného otvoru.

Treti variace zakladniho problému: vice stolu
Hrajte nasi hru na vétSim poctu stfedové soumérnych stoll. Existuje vitézna stra-

2V O

tegie pro nékterého z hracu?

Reseni. Jestlize mame (1),3,5,... (obecné lichy pocet) stfedové soumé&rnych
stolli, pak existuje vitézn4 strategie pro prvniho hri¢e. Resime nejprve pro nékolik
prvnich piipadil a potom zobecnime. JestliZze mame 2, 4, 6, . . . (obecné sudy pocet)
stfedové soumérnych stolll, pak existuje vitézna strategie pro druhého hrace. Opét
fesime nejprve pro nékolik prvnich prfipadii a potom zobecnime.
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Ctvrta variace zakladniho problému: mince riazné velikosti
Co se stane s vitéznou strategii hrace A, jestlize hrac¢i maji mince rtizné velikosti?
Necht’ ma

a) hra¢ A vétsi mince neZ hra¢ B,
b) hra¢ B vétsi mince neZ hrac A.

Reseni. V piipadé a) nelze pouZit vitéznou strategii hra¢e A, nebot hra¢ B miize
snadno vytvofit situaci, kdy hra¢ A postupujici podle této strategie nemiiZe polozit
svoji minci (viz napf. situace na obr. 6) V piipadé b) je vitézna strategie hrace A
pouZzitelna.

Obrazek 6

Jisté¢ by bylo mozné vymyslet dalsi variace zakladniho problému, ale na prvni
ukdzku to patrné bohaté staci. Ctendrové aktivit€ v§ak nechceme nikterak branit,
pravé naopak.
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Vytvareni matematické teorie
Jan Kopka

katedra matematiky Prirodovédecké fakulty UJEP, jan.kopka@ujep.cz

Ciselné tabulky

Uspotadani ¢isel do urcitych geometrickych obrazci je vhodnou situaci pro zkou-
méani. My se zde budeme zabyvat ¢tvercovou tabulkou.
Co z matematiky predpokladame? Predpokladame znalost trojihelnikovych ¢i-

sel, j. ¢isel 1, 3,6, 10, 15, . . ., a vzorce pro vypocet n-tého trojuhelnikového ¢isla
T, 4.
T - n(n2—|— 1).

Tento vzorec Ize objevit napf. experimentovanim.
Problematiku miZeme vyuZit napf. pfi probirani aritmetickych posloupnosti nebo
pfi tpravach algebraickych vyrazi.

Problém 3. Uvazujme Ciselnou tabulku 1.

ﬂ23456
2 4168 10 12
3 6 9|12 15 18
4 8 12 16 20 24
5

10 15 20 25 30

Tabulka 1
Ukol: Nejprve si pozorné prohlédnéte, jak tabulka vznikla, a potom pokracujte ve
Cteni.

a) Zkoumejte soucty Cisel v takovych ctvercich, jako jsou vyznacené v tabulce
1.
Napft. soucet v druhém nejmensim Ctvercije 1 + 2+ 2+ 4 = 0.

b) Zkoumejte soucty cisel v ,.koridorech* mezi sousednimi ¢tverci.
Napt. soucet ¢isel v koridoru za druhym ¢tvercemje 3 +6 + 9 4+ 6 + 3 = 27.
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ResSeni:

a)

Experimentovani (systematické):
Soucty cisel ve ctvercich (od nejmensiho) jsou po fade:

Cy=1

Co=(14+2)+(24+4)=3+6=9
C3=(1+2+3)+(2+4+6)+(3+6+9)=6+12+18=36
Cy=(1+2+34+4)+...+(4+8+12+16) = 10+ 20 + 30 + 40 = 100

Je vidét, Ze jako soucty dostavame nékterd Ctvercova Cisla
Cr=1=1%C,=9=3C;=36=06"Cy =100 = 10"
Jsou to druhé mocniny trojihelnikovych ¢isel. Pomoci induktivni tivahy proto

muiZeme vyslovit:

Hypotéza. Pro libovolné pfirozené cislo n plati: soucet Cisel v n-tém
¢tverci je druhou mocninou n-tého trojihelnikového Ccisla. Symbolicky:
(VneN)C, = (T,)>.

Diikaz. Uvazujme n-ty &tverec. Cisla v tomto &tverci néjakym zplisobem seé-
teme. Zvolime secteni po fadcich. Plati:

Soudet &isel v prvnim fadku Ry =1+ 2+3+...+n =T, = 22,
Soucet ¢isel ve druhém fadku Ry =2+4+6+ ...+ 2n = 27,,.
Soucet Cisel v n-tém radku R,=n+2n+3n+...+n-n=nl,.

Soucet vSech ¢isel ve ¢tverci C),:

1 2
Cp = Tp+2T,+3T,+. . +nT, = (14+2+3+.. +n)T, = T? = (@) .

O

C', je tedy skute¢né druhou mocninou n-tého trojihelnikového ¢isla. Vyslovena

......
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b)

Véta 8. Uvazujme ciselnou tabulku 1 av nivyznaceny typ ¢tvercu. Pro libovolné
nenulové prirozené cislo n plati, Ze soucet vsech cisel v n-tém Ctverci je:

C,=T= (Mf

" 2
Tak napf. soucet &isel v patém &tverci Cy = T2 = 15% = 225.

Experimentovani (systematické):

Je vhodné (aby formulace budouciho objevu byla co nejjednodussi — to vSak
student poznd az pozdéji) vzit za nejmensi koridor nejmensi Ctverecek (koridor
mezi nultym a prvnim ¢tvercem), tzn., ze K; = 1.

Soucty ¢isel v dalSich koridorech jsou po fadé:

Ko=24+4+2=28

Ky=3+6+9+6+3=27
Ki=44+8+12+164+124+8+4=064
Ksy=5+104+154+20+25+20+ 1541045 =125

Vidime, Ze jsme dostali kubicka ¢isla

Ki=1=1% Ky =8=2" K;=27=3", K, =64 =4% K;=125=5"
Opét jako po pfedchozim experimentovani mizeme pomoci induktivni ivahy
vyslovit:

Hypotéza. Pro libovolné nenulové prirozené ¢islo n je soucet Cisel v n-tém

z w7z

koridoru n-té kubické ¢&islo.
Symbolicky: (Vn € N) K,, = n?.

Diikaz. Necht'n je libovolné nenulové prirozené ¢islo. Pak soucet ¢isel v n-tém
koridoru je:

K,=n+2n+3n+...+(n—1n+n-n+n—Ln+...+3n+2n+n
=2n+4dn+6n+...+2n—1)n+n-n

n(n —1)
2

=2n(1+24+3+...+(n—1)+n*=2" +n? =n—n?+n?

= TL3.
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Nyni miizeme hypotézu piejmenovat na vétu.

Véta 9. UvaZujme Ciselnou tabulku 1 a v ni vyznacené koridory. Pro libovolné
prirozené &islo n plati, Ze soucet &isel v n-tém koridoru je K,, = n®.

Nyni mlzZeme obé ziskané véty vyuZzit. Protoze vime, Ze plati:
K+ Ky + ...+ K, = (), aokoridorech hovoii véta 2, zatimco o ¢tvercich
véta 1, mizeme pomoci deduktivni tvahy ziskat nasledujici vétu:

Véta 10. Pro libovolné nenulové prirozené cislo n plati, Ze soucet prvnich n
kubickych cisel je roven ctverci n-tého trojithelnikového cisla. Symbolicky:

1 2
(VneN)I?+2°+3° +... +n° =T = (@) :

Znovu zddraznéme, ze prvni dvé véty jsme objevili pomoci experimentovani
a nasledujici indukéni dvahy, zatimco tfeti vétu jsme objevili pomoci dedukce
pouZzité na uvedené véty.

Toto je miniukdzka rozvijeni matematické teorie.
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Abakus — tak trochu
jiné pocitadlo

Lucie Loukotova
KMA PiF UJEP, lucie.loukotova@ujep.cz

Snad kazdy z nés se setkal s pomiickou usnadnujici prvni matematické krucky
— pocitadlem. Pravdépodobné také nikoho neprekvapi, Ze pocitadlo neni
pouze evropskou zalezitosti, ale Ze jeho pouzivani saha daleko za hranice
naseho kontinentu. Cilem ¢lanku je seznamit s vychodoasijskou variantou
pocitadla — abakem. Neni bez zajimavosti, ze v oblasti éiny a Japonska se
lze s abakem setkat i mimo pudu zékladnich Skol, napt. v obchodech, kde
mnohdy tspésné konkuruje kalkulackiam.

Tento prispévek navazuje na pracovni dilnu pro zéky zakladnich skol ko-
nanou v ramci Letni skoly matematiky a fyziky.

1 Abakus a jeho historie

Vznik abaku je tésné spjat s objevem pozi¢ni ¢iselné soustavy. K usnad-
néni vypocti v pozi¢nich soustavach nejprve slouzily tzv. pocitaci desky, coz
byly obvykle rovné kameny pokryté vrstvou pisku, v némz byly vyznaceny
ryhy. Do ryh se vkladaly kaménky podle hodnoty éisla, které mély urcovat.
Postupné byly pocitaci desky nahrazeny dievénym ramem s koralky navle-
¢enymi na dratu nebo niti — abaky v dnesnim slova smyslu.

V soucasné dobé se miizeme setkat se tfemi zdkladnimi typy abakt. Prv-
nim z nich je suanpan, ktery vznikl ve 12. stoleti v Cine. Cely ram je prickou
rozdélen na dvé ¢asti, pricemz horni obsahuje dva koralky (kazdy z nich ma
hodnotu pét jednotek) a dolni pét koralki (hodnotou po jedné jednotce).
Nékdy se oznacuje jako abakus 2/5.

V 17. stoleti byla ze suanpanu odvozena japonska varianta abaku — so-
roban. Od suanpanu se soroban se lisi v po¢tu koralkl, horni ¢ast obsahuje
pouze jeden korédlek (mé hodnotu péti jednotek), dolni pak ¢tyii koralky
(kazdy z nich ur¢uje jednu jednotku). Tento typ je také znamy pod nazvem
abakus 1/4.

Posledni variantou je rusky scot, ktery vznikl v 17. stoleti. Na rozdil od
predchozich neobsahuje prostiedni pricku. Jednotlivé typy abaki mitzeme
vidét na obrazku 1.
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RIS 5

(a) suanpan (b) soroban

Obrazek 1: Druhy abaki
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V tomto textu se budeme zabyvat vyhradné japonskou variantou abaku
— sorobanem. Podrobné pojednani o suanpanu lze najit napi. v [2].

2 Jak vyrobit abakus

Sehnat abakus je v naSich zemépisnych sitkdch pomérné obtizné, proto zde
uvedeme nékolik tipi k jeho vyrobé. Zakiim na druhém stupni samotna vy-
roba zabere maximalné tii ¢tvrté hodiny az hodinu.

Jesté nez se pustime do prace, seznamme se s nékolika zakladnimi para-
metry sorobanu. Japonské abaky maji vzdy lichy pocet sloupci s korélky,
sloupci. Pro nase ucely staci abakus se sedmi sloupci, ktery ndm umozni po-
¢itat v fadu miliont. Jak jiz bylo feceno v predchozi kapitole, rAm sorobanu
je rozdélen piickou na dvé nestejné velké ¢asti. Horni, mensi, obsahuje jeden
koralek, dolni, vétsi pak ¢tyti kordlky. Abaky se nejcastéji vyrabély ze dieva,
dnes se vSak miZzeme setkat i s jinymi materidly, jako je umeéla hmota ci
kédmen.

Pro vyrobu naseho abaku budeme potiebovat lepenkovou krabici (na ve-
likosti nezélezi, rozstiihame ji na pruhy), koralky z libovolného materidlu
(vhodnéjsi jsou vétsi s velkymi otvory), provazek (silny podle velikosti ot-
voru koralku), izolepu, nizky, dérovacku, poptipadé kruzitko.

Lepenkovou krabici sezeneme v kazdém supermarketu, jedna vystaci pro
vyrobu nékolika abaki. Vhodné koralky pri trose stésti koupime v hrackarstvi
nebo ve vytvarnych potiebach. Provazek musi mit dostatecnou délku, navic je
lepsi, pokud po ném koralky nebudou volné klouzat, volme tedy odpovidajici
silu.

Abakus potom vytvofime podle nasledujicitho obrazku.

K samotné vyrobé uvedme je par poznamek. Velikost ramu se ridi pouzitymi
koralky. Pro abakus na obrazku byly pouzity koralky o pruméru 0,75 cm, ram
pak ma rozméry 15 x 8cm, vyska rdmu je 2cm. Radm vytvorime z prouzku
vystiizeného z lepenkové krabice a zohybaného do tvaru obdélnika. Dale vle-
pime pricku tak, aby ram délila priblizné v poméru 1:2. BliZze hornimu okraji
ramu pomoci dérovacky vytvorime otvory, kterymi provlékneme provazek s
koralky.

Pro ty, ktefi abakus vyrabét nechtéji, mizeme doporucit mnozstvi aplikaci
dostupnych na internetu, namatkou vybirame [3] nebo [4].
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Obréazek 2: Vyrobeny abakus

3 Jak pracovat s abakem

Abakus mame hotovy a muzeme se pustit do prace s nim. Pred kazdym vy-
poctem je nutné abakus ,, vynulovat®, tj. posunout vsechny koralky od pro-
stfedni pricky ke krajum. Abakus pfipraveny k vypoctim znézornuje obr. 3.

Obrazek 3: Zakladni pozice

Znovu pripomenme, ze koralky nad prostfedni prickou maji hodnotu péti jed-
notek, zatimco kazdy z koralkd pod prostiedni prickou znaci jednu jednotku.
N&s abakus mé celkem sedm sloupcu s koralky. Zleva doprava tyto sloupce
oznacuji miliony, statisice, desetitisice, tisice, stovky, desitky, jednotky. Pro
zjednoduseni prace s abakem jsou sloupce miliont, tisicii a jednotek oznaceny
teckou na prostredni pricce.

Pokusme se na abaku nastavit ¢islo 45071. Hned od zacatku si snazme
osvojit zakladni pravidlo préce s abakem — postupovat vzdy zleva doprava.
Na pozici desetitisict je ¢tyrka, tudiz prisuneme 4 jednotkové koralky k pro-
sttdni pricce. Tisici je v naSem c¢isle pét, pro vyjadieni pétky ale neméme
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dostatek jednotkovych koralki, proto pfisuneme pétkovy koralek na pozici
tisici k prostfedni pticce. Na pozici stovek je v ¢isle 0, stovkovy sloupec
tedy zustane beze zmény. Na pozici desitek mame sedmicku, kterou vyjad-
fime jako soucet 2 + 5, k prostfedni pii¢ce musime piesunout dva jednotkové
koralky a jeden pétkovy. Koneéné, na misté jednotek je jednicka, prisuneme
proto jeden jednotkovy koralek k prostifedni pticce. Pokud jsme postupovali
spravné, abakus by mél odpovidat obrazku 4.

Obrazek 4: Nastaveni ¢isla 45071

Timto zptisobem lze na abaku nastavit libovolné ¢islo.

4 Scitani

Na abaku mtiZeme pomérné snadno séitat a odéitat prirozena ¢islal. Nasobeni

vvvvvv

ZkuSeni poctari pak mohou pomoci abaku urcovat i druhé a tfeti odmocniny.
V tomto textu se zaméiime na s¢itani prirozenych ¢isel, informace k ostatnim
operacim nalezne ¢tenar v [1].

4.1 Zakladni postupy

Zakladni techniky vyuzité pii s¢itani se nauc¢ime na konkrétnich prikladech.
Pti veskerych vypoctech budeme postupovat zleva doprava.

Nastavme na abaku ¢islo 21 (viz obr. 5).

Ve skute¢nosti miZzeme na abaku pracovat i s celymi & racionalnimi ¢isly, podrobnosti
najdeme v [1].
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Obrazek 5: Vyjadieni ¢isla 21

Nasim tkolem je k tomuto ¢islu pri¢ist 6. To udélame velmi snadno. Sestku
rozlozime na soucet 1 4+ 5 a na pozici jednotek prisuneme do blizkosti pro-
stfedni pricky jeden jednotkovy a jeden pétkovy koralek. Vysledek 27 by mél
odpovidat obrazku 6.

STIYITYTY @

eeselt

Obrazek 6: Pricteme 6, vysledkem je 27

Nyni k ¢islu 27 prictéme 15. Protoze postupujeme zleva doprava, zacneme s
pozici desitek — prisuneme jeden jednotkovy koralek blize ke stfedni pricce.
Abakus nyni znazornuje ¢islo 37 (viz obr. 7).

Zbyva pric¢ist 5 na pozici jednotek. Pro tuto operaci neméame dostatek ko-
ralkil, proto si pomizeme malym trikem. Protoze pétku lze zapsat také jako
10 — 5, pri¢teme 1 na pozici desitek (jedna desitka znemana totéz jako de-
set jednotek) a naopak odec¢teme 5 na pozici jednotek. V praxi to znamena
prisunuti jednoho jednotkového koralku blize k prostfedni piicce na pozici
desitek a odsunuti jednoho pétkového koralku od prostiedni pricky na pozici
jednotek. Celou situaci ilustruji obrazky 8(a) a 8(b)?2.

S trikem, pouzitym v pfedchozim vypoctu, se budem setkavat velmi casto,

2Zavedme tmluvu, Ze v obrazcich bude &erny koralek znamenat pfiéteni a svétle Sedy
koralek naopak odecteni.
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Obrazek 7: Pricteme 10, vysledkem je 37

)/YYYY& Y Y ¥ ¥ ¥ ¥ ¥

se eyl

a) Nejprve pfi¢teme 10 . ) potom ode¢teme 5

Obrazek 8: Pric¢itame 5, vysledkem je 42

vvvvvv

¢tum.

4.2 Slozitéjsi priklad
Nasim tkolem je vypocitat 3345 + 6789. Na abaku nastavime 3345 (viz
obr. 9).

STIYITYSYY S

Obrazek 9: Nastaveni ¢isla 3345

Opét postupujeme zleva doprava. Na pozici tisici pfi¢teme 6. Situace odpo-
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vida obréazku 10, dostavame c¢islo 9345.

Faad Sad-

Obrazek 10: Pri¢itame 6 na pozici tisict, dostavame 9345

Nyni pricteme 7 na pozici stovek. Protoze na tuto operaci nemame dosta-
tek koralkt, pricteme nejprve 10 a poté odecteme 3. Protoze na pozici tisici
jsou v8echny korédlky u prostiedni pricky (tj. je zde nastaveno ¢islo 9), pfi-
¢tenim 1 se dostavame na pozici desetitisici — zde prisouvame jeden korélek
k prostiedni pficce — a na pozici tisici naopak odsouvame vSechny koralky
od prostifedni pricky. Nesmime zapomenout odecist 3 na pozici stovek, do-
stavame tak ¢islo 10045. Abakus je nyni nastaven jako na obrazku 11(b).

TS

=2

(a) Pri¢teme 10 na pozici stovek . .. (b) ode¢teme 3 na pozici stovek

TS

sy

Obrazek 11: Pri¢itame 7 na pozici stovek, dostavame 10045

Pri¢teme 8 na pozici desitek. Opét musime nejdiive pric¢ist 10 a nasledné
odecist 2, vysledkem je ¢islo 10125. Postup znazornuji obrazky 12(a) a 12(b).
Poslednim krokem je pri¢teni 9 na pozici jednotek. Opét si musime pomoci
prictenim 10 a odectenim 1. PTi pricitani jednicky musime nejprve odsunout
koralek zmamenajici pét jednotek od prostiedni pricky a poté prisunout ¢tyti
jednotkové koralky k prostiedni pricce. Pokud jsme pracovali spravné, bude
abakus odpovidat obrazku 13(b), vysledkem je 10134.
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(a) Pri¢teme 10 na pozici desitek . .. (b) ode¢teme 2 na pozici desitek

N

(a) Pfi¢teme 10 na pozici jednotek ...  (b) ode¢teme 1 na pozici jednotek

N
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Pl 4
1 Zavér
Prace s abakem muze pfinést pifjemné zpestfeni hodiny matematiky. Piesto se
urcité setkdme s ndmitkou, Ze pocitini na abaku je zdlouhavé. Opak je pravdou,

chce to ale trochu cviku. Ukazku toho, jak rychli miiZzeme pfi praci s abakem byt,
najdeme napt. na YouTube ([5]).

Reference

[1] BERNAZZANI, D. Soroban Abacus Handbook. [cit. 25. listopadu 2011].
Dostupné z: http://webhome.idirect.com/~totton/soroban/THE ABACUS

HANDBOOK .pdf.

[2] PRECLIK, J. Abakus. [cit. 25. listopadu 2011]. Dostupné z:
http://www.gymnachod.cz/~preclik/download/abakus.pdf.

[3] Abacus na wolfram.com. [cit. 25. listopadu 2011]. Dostupné z:
http://demonstrations.wolfram.com/Abacus/.

[4] Virtual Abacus na wolfram.com. [cit. 25. listopadu 2011]. Dostupné z:
http://demonstrations.wolfram.com/Virtual Abacus/.

[5] Abakus ve skole. [cit. 4. srpna 2011]. Dostupné z:
http://www.youtube.com/watch?v=Ss0qcaCjx80&feature=related.

64



Apolloniovy a Pappovy ulohy
(a GeoGebra)

Ivana Machacikova, Josef Molnar
Gymnézium Zlin — Lesni ¢tvrt, machacikova@gymzl.cz
Univerzita Palackého v Olomouci, josef.molnar@upol.cz

Hledéte zajimavé téma na procviceni konstrukénich dloh? Pak sahnéte po Apollo-
niovych a Pappovych tlohdch! K zadani Sestnécti tloh staci tifi pismena a dvé
zavorky, pri jejich feseni se zopakuji nejen mnoziny bodii dané vlastnosti, shodna
zobrazeni a stejnolehlost, ale pouZije se t€Z mocnost bodu ke kruznici a kruhova
inverze (pfipadné cyklografie aj.) Pfi hledani poctu feSeni jednotlivych tloh je
potfeba prokazat rozvinutou geometrickou predstavivost i kombinatorické schop-
nosti.

Apolloniovy tlohy jsou pojmenovany podle starovékého feckého geometra a ma-
tematika Apollonia z Perge (262—-190 pf. n. 1.). Obecna Apolloniova tuloha zni:
»estrojte vSechny kruznice, které se dotykaji tfi danych kruZnic.* Nahradime-
li v této uloze nékteré z danych kruZnic pfimkou nebo bodem, ziskdme cel-
kem deset uloh. Oznacime-li v jejich zaddni dané body B, dané piimky p
a dané kruZnice k, miZeme vSech deset Apolloniovych tloh zapsat takto:
BBB, BBp, BBk, ppp, ppB, ppk, kkk, kk B, kkp, Bpk. Pti diskusi o poctu feSeni
predpokldddme, Ze Zadné zadané utvary nejsou totozné a Zadny zadany bod neleZi
na zadné ze zadanych piimek ¢i kruznic. Obecnd Apolloniova tloha miiZze mit aZ
8 feseni (viz obr. 1).

Mezi vyznamné fecké matematiky patiil také Pappos z Alexandrie (3. stol.),
podle kterého je pojmenovdna druhd série uloh. Pappovy tlohy dostavame,
pokud jednim z danych prvkid je bod, ktery navic lezi na nékteré z danych
kruznic (kB) nebo piimek (pB). Schematicky tyto ulohy zapisujeme takto:
(pB)B, (pB)p, (pB)k,(kB)B, (kB)p, (kB)k. Pro diskusi opét pfedpokladame,
Ze 7zadné dva zadané utvary nejsou splyvajici a v piipadé, Ze je tfetim zadanym
utvarem bod, neleZi tento na zadané piimce ani kruznici.

Z néasledujiciho prehledu lze vycist, které tlohy se obvykle fesi uZitim piislusSné
metody.

Apolloniovy dlohy fesené uzitim

e mnozin bodu dané vlastnosti: BB B, ppp,
* stejnolehlosti: ppB, ppk,
* mocnosti bodu ke kruznici: BBp, BBk,
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e kruhové inverze: kk B, kkp, kkk, Bpk, (BBE).

Pappovy ulohy feSené uzitim
* mnozin bodu dané vlastnosti: (pB)B, (kB)B, (pB)p, (kB)p,
* stejnolehlosti: (pB)k, (kB)k,

 mocnosti bodu ke kruznici: (pB)k, (kB)k.

7 GeoGebra - kkkd vjsledek.ggh (=1 Eol =%

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Napovéda
<12 | Ukazovatko
9\"¢ Pfesouvani nebo vibér objekti (zrusit kidvesou Esc)

Volné objekty
) B=(2.21,4562)
D D=(11.47, 4.77)
-0 F=(10.78,-1237)
@ $1=(4.89,.7.54)
@ $2=(10.21,-7.56)
- (@ $3=(7.84,-11.61)
Zavis|é objekty
5 A, =(10.84,124)
-0 By=(511,1236)
) €, =(836, 87)
- D, =(7.98,1454)
1.49, -15.52)

D 6=(8.16, 5.29)
-0 6,=1(638,1202)
) H=(2.65, 4.26)

5 H, =(7.97,1362)

« O 1=(7.15,-10.8)
) 1,=(7.34,19.03)
D J=(13.28, 7.55)
-0 4, =19.59,12.39)
) K=(9.91,-10.61)
5 K, =(18.85,13.47)
- O L=(5.97,-9.43)
) L, =(8.32,1.99)
D M=(9.92,-13.78)
<0 M, =(8.37,-1012)

5.53,13.27)
.74, 4.91)

-0 0={10.36,-0.95)
5 0,=(697,931)

@ vstup = ~la ~|Pikez. =

Obrazek 1

Na nésledujicich snimcich obrazovky monitoru pocitace jsou prezentovany ukazky
fesen{ dlohy (pB)k v programu GeoGebra. Pro srovndni je tloha feSena uZitim
stejnolehlosti (obr. 2), mocnosti bodu ke kruznici (obr. 3) a kruhové inverze (obr.
4).

Dalsi informace o feSeni uloh ,klasicky* ¢i s vyuzitim grafickych pocitacovych
programi muZete ziskat napt. v nize uvedené literatufe a internetovych zdrojich.
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

Ukazovatko
Presouvani nebo vjbér objekiil (zrusit klavesou Esc)

s \d b
€ Zapis konstrukce =] | |
Soubor Zobrazit Napovéda v v
€ [Nazev Definice Hodnota

1 [BadA

2 |BodB

3 Piimkap Pimka vedena A, B p:-1.32x+ B.68y =-46.29

4 |Bad0 0=(4.46,-0.04)

5 |BodD D =(2.02,-0.4)

6 Krunice k Kruznice bodem D se ke (x-4.4BF + (y + 0.04F =

7 |Piimkab Pimka bodem B kolmo kp |b: -8.68x- 1.32y =-65.91

8 |Pfimka d Pfimka bodem O kolmo kp |d: -8.68x - 1.32y =-38.64

9 [BadE Prisedik k, d E=(4.09,24)

10 [BadF Prisedik k, d F=(433,-2.48)

11 |Usedkal, Usetka [E, B I, =7.68

12 |BodT1 Prasedik k, A T1=(6.51,-1.41)

13 |Polopfimkaa |Polopfimka 0, T1 a:1.37% +2.05y = 6.01

14 |Bod § Prisetik b, a S =(7.96,-2.37)

15 |Kruznice | Kruinice bodem 8 se I: (x-7.96F + (y + 2.37F =3

16 |Polopfimkac  Polopfimka 8, F  -1.6x- 3.30y = 0.66

17 |Bod T2 Prisedik k, ¢ T2=(234,-13)

18 piimka e piimka T2, 0 e:-1.26x+ 212y =67

19 |Bod $1 Prizetikp, & S1=(7.34, 167)

20 Kruznice |1 Kruznice bodem B se H: (x-7.34F + (y- 1.67F =

e
0120

@ Vstup: ‘

Soubor Uprawy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Napovéda

Obrazek 2

Ukazovatko

PFesouvani nebe vibér objekt (zrudit kidvesou Esc)

€ Zapis konstrukce
Soubor Zobrazit Napovéda
& [Nazev Definice Hodnota
[1 |BodA A= (2.82, 5.05)
2 BodB B=(8.22,-4.08)
3 Pfimkap Pimkavedend A B p:-1.97x+ 11.04y =
4 BodO 0=(448 018)
5 [BodD D=(2.02,-0.4)
6 Krufnice k Kruznice bodem D se K (x-4.48F +(y-0.18F = 6.4
7 |Pfimka b Pfimka bodem B kolmo kp |b:-11.04x- 197y =-8276
8 [BodC Bodnab C=(75,-0.03)
9 |Kruinice ¢ Kruznice bodem B se C(x-7.57 +(y+0.037=1
10 [BodE Prisedikk, ¢ E=(4.08,-232)
11 [BodF Prisedikk, ¢ F=(442 271)
12 |Pfimka a Pfimka vedend E, F a:-5.02x+ 0.34y = -21.28
13 [Bodp Prisedikp, a P =(3.01,-4.85)
14 |Pimka t1 Tecna k k bodem P t1:-3.62x + 261y =-26.39
14 |Pimka t2 Tekna k k bodem P t2:-4.02%- 1.75y =-7.24
15 [Bod T1 Prisedik k, T1=(6.51,-133)
16 [Bod T2 Prisedikk, 2 T2 =(2.16,-0.83)
17 |Polopfimkad  |Polopfimka O, T1 d:1.51x+2.03y=7.11
18 [Bods Prisedik b, d 5=(7.91,-2.37)
19 |Kruznice | Kruznice bodem B se | (x-7.91F +(y+2.37F =3
20 |Polopfimkae  |Polopfimka T2, O e -1.01x+2.32y=-4.11
21 [Bod &1 Prisedikb, e 51=(7.25,1.38)
22 |Kruznice 11 Kruznice bodem B se 11: (x-7.25F + {y- 1.38F =
iz

® vstup: ‘

Obrazek 3
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.7 GeoGebra - (pB)k-KLggh

=l s
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Ndstroje Okno Napovéda
UKazovétko G
L ) [

2 Zapis konstrukee

Soubor Zobrazit Napovéda ‘b
G [Nazev [Definice [Hodnota
1 |BodA A= (-3.85,-6.61)
2 BodB B =(6.63, -5.45)
3 Pfimkap Pfimka vedend A B p-1.16x + 10.48y = -64.79
4 BodO 0=(135,-0.16)
5 [BodD D =(-0.8 1.44)
6 |Knunice k Kruznice bodem D se K (c-1.35F + (y + 0.16F =
7 |Knufnice w zakladnikruZniceKI[O, D, B] |w: (x- 6.63F + {y + 5.45F =
8 |Pfimka b Pfimka bodem O kolmo kp |b:-10.48x - 1.6y =-14.01
11 |Pfimka e 0kb |e:1.16x-10.48y=-25.08
12 |Pfimkaf
13 [Bod G
14 |BodH
15 |Bod|
16 |Bod 81 81=(578,22)
16 |Kruznice |1 KipfimkalE, G, B, H] 11: (x- 5.78F + {y-2.2f =5
17 Bod$S KipfimkalF, 1, B, H] 5=(6.31,-262)
17 Knugnice | KipfimkalF, 1, 8, H] I (- 631+ (y+ 262 =8

/
/" [KruZnice w: zékladnikruzniceKI[O, D, B]

v a v | Piikaz -

@ vstup

Obrazek 4
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K testovani geometrickeé
predstavivosti

Josef Molnar

Univerzita Palackého v Olomouci, josef.molnar@upol.cz

Geometrickou predstavivost potfebuje kazdy z nés. Jak ale méfit jeji urovenn? V
tomto ¢lanku nabizime takovyto test (Test trojihelnikil) uciteliim 1. a 2. ro¢niki
Ctytletych stfednich Skol, ktery vznikl v souvislosti s feSenim projektu ESF OP
VK ,Price s talenty*.

Geometrii jako soucdst matematiky s hojnymi vazbami k praxi miZeme chépat
jako zptisob vidéni a poznavani svéta, jako podtext nékterych filosofickych smért,
jako grafickou komunikaci - zptisob ,,zapisu* informaci i jako vyuc€ovaci predmét,
ve kterém se geometrickd predstavivost rozviji.

Pro potieby naSich Setfeni vymezujeme geometrickou (prostorovou) predstavivost
jako soubor schopnosti tykajicich se reprodukcnich i anticipacnich, statickych i
dynamickych predstav o tvarech, vlastnostech a vzdjemnych vztazich mezi geome-
trickymi utvary (v prostoru).

Didakticky ,,Test trojihelnikti®, ktery je obdobou znamych Rybakovovych figur
vyuZzivanych v subtestu Amthauerova I-S-T testu, vytvofila v rdmci své disertacni
prace Jana Slezdkova. Ovérovani probéhlo v ¢ervnu 2010 v 1. a 2. ro€niku vyssiho
gymnazia, test se sklada ze 40 tkoll - rozdé€lit dany nepravidelny tutvar dseckou
na dvé C¢asti tak, aby z takto vzniklych ¢asti bylo mozZné sestavit rovnostranny
trojuhelnik (viz ptiloha), spravné feSeni bylo hodnoceno jednim bodem, doba na
feSeni testu byla 20 minut a zic¢astnilo se ho 1142 Zakt (421 chlapcti a 721 divek)
z fakultnich Skol Pfirodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci.

Z vysledku vyplyva, Ze primérny bodovy zisk ¢ini 29,7 bodu, tj. 74,2%, ze chlapci
dosdhli mirné lepSich vysledkt nez divky a Ze se prokéazala souvislost vysledk
testu se zndmkou z matematiky. Budeme-li tlohy fadit podle stoupajici obtiZnosti,
budou nésledovat za sebou takto: Uloha &. 14, 9, 2, 30, 3, 28, 21, 7, 33, 38, 23, 15,
25,36, 1,34,27,32, 16, 8, 5, 40, 39, 13, 4, 29, 20, 24, 18, 17, 10, 11, 22, 26, 31,
6, 12, 35, 37, 19.

Reliabilita testu byla zjisStovana (Slezakova 2011) metodou ptleni a (r = 0,837) a
porovnavana s vysledky Testu ¢tverct (r = 0,812, Svoboda 2005). Pro posouzeni
validity bylo jako vnéjsi kriterium zvolena zndmka z matematiky a k vypoctu
korelace Spearmantiv koeficient se zdvérem, Ze provedené méfeni lze povazovat
za validni na hladiné vyznamnosti 0,05.

Sestaveny test trojihelnikd 1ze tedy doporucit k ur¢ovani drovné geometrické
predstavivosti zakil 1. a 2. ro¢nikli gymndzii a srovnatelnych stiednich skol.
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Prispévek vznikl za podpory a na podporu projektu ESF OP VK
CZ.1.07/1.2.08/02.0017 ,Prdce s talenty - Vyhleddvdni talentii pro konkurence-
schopnost a prdce s nimi.

Priloha:
Test trojahelniki

Mnohotihelnik jednim rezem rozdélte tak, aby po premisteni jedné cdsti ke druhé
(pouze v predstavdch) vznikl rovnostranny trojiihelnik.
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Problém véseni obrazu

Hana Bendova
KMA MFF UK, bendova@Xkarlin.mff.cuni.cz

Predstavme si, Ze si chceme na hiebik zatlueny ve zdi povésit obraz, ktery je
vybaven k tomu uréenym provazkem (upevnénym konci ke dvéma jeho hornim
rohtim). Snad kazdy tusi, jak se takova véc provede — piehodime provazek pies
hfebik a obraz visi. Pokud jde o vyjimec¢né cenny obraz, u kterého bychom byli
opravdu neradi, kdyby spadl, mizeme do zdi zatlouci pro jistotu jesté druhy hiebik
a prehodit provazek pies oba dva. Potom i pokud se jeden z hiebikl uvolni, obraz
uplné nespadne, nebot bude viset jesté na tom druhém.

Ale co kdyZ za nami pfijde naS dhlavni nepfitel a poprosi néds (jakoZto vyhldSené
odborniky na véSeni obrazit), abychom mu jeho oblibeny obraz na jeho dva hiebiky
povésili tak, aby visel co nejbezpecnéji? Pouhé piehozeni provazku pies oba
hiebiky mu ziejmé nestaci. ProtoZe je to naS uhlavni nepfitel, zvitézi v nas po
chvili vahani zlomyslnost a zaCneme uvazovat: Neslo by ndhodou obraz na dva
hiebiky zavésit tak, aby to vypadalo, Ze bezpecné visi na obou, ale aby spadl, kdyz
uvolnime ten hiebik napravo? Ze by teba takto (obr. 1)?

Obrazek 1: Obraz visi, nicméné kdyZ se uvolni pravy hfebik, spadne.
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Neslo by to zafidit dokonce tak, Ze by obraz visel, ale kdyby kterykoliv ze dvou
hiebikl vypadl ze zdi, tak uz by spadl? I to se ndm podaii, pokud obraz zavésime
napiiklad timto zplisobem (obr. 2).

Obrazek 2: Obraz visi, nicméné po upadnuti libovolného ze dvou hiebiki spadne.

Oznaéme si hiebiky pismeny abecedy. Nasledujicim zplisobem miZeme zapiso-
vat, jak omotavame provazek (vedouci z levého do pravého horniho rohu obrazu)
kolem hiebikd: Vedeme-li provazek kolem hiebiku X po sméru hodinovych ru-
¢icek, zapiSeme +.X, a vedeme-li jej proti sméru hodinovych ruci¢ek, zapiSeme
—X. Je jasné, Ze pokud se né¢kde vyskytne za sebou +.X a —X ¢&i naopak, tj.
vedeme provazek kolem néjakého hiebiku po sméru a hned vzapéti v protisméru
hodinovych rucicek ¢i naopak, efekt té€chto ikonu se po napnuti provazku vyrusi.
Oznaéime-li A a B dva hiebiky, které ma nas nepfitel zatluc¢ené do zdi, pak
zavéSeni z Obrazku 2 se dd popsanym zptisobem zapsat jako

+A—-B—- A+ B.

Pokud hiebik A ze zdi vypadne, ¢leny +A4 a —A ve vySe uvedeném vyrazu
zaniknou a zbyde —B + B. Tyto dva ¢leny se vyrusi — obraz spadne (provazek
je veden kolem hiebiku B proti sméru hodinovych ruci¢ek a hned nato po sméru,
tedy na ném vlastné nevisi). Stejné dopadneme, 1 kdyZ odstranime hiebik 5.
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Ale co kdyZ ma nas nepfitel pro jistotu hiebiky tfi? Pljde to néjak naraficit i
tentokrat? NejspiS nds uz nepiekvapi, Ze umime zavésit obraz tak, aby spadl, kdyz
upadne tfeba ten rezavy hiebik uprostied. To ndm vSak nestaci, nebot naSe nendvist
vici thlavnimu nepfiteli je obrovskd a zlomyslni jsme az hanba. Nemohli bychom
1 se tfemi hiebiky docilit toho, aby obraz spadl po odstranéni libovolného z nich?
Oznac¢me si je zleva po fadé A, B, C. Zkusme provazek omotat kolem hiebiki
napiiklad podle schématu

+A-C+B+C—-B-A+B-C—-B+C.

Odstranime-li pak libovolny hiebik, ¢imz zaniknou vSechny Cleny, které se k nému
vztahuji, vyrusi se postupné i vSechny ostatni ¢leny v tomto vyrazu neboli obraz
spadne. Jak takové zavéSeni vypada? (obr. 3)

O @‘@)

-

Obrazek 3: Obraz visi, avSak po vyjmuti libovolného ze tii hfebikli spadne.

PakliZze by vSak na$ dhlavni nepfitel mél o svij milovany obraz opravdu vel-
kou starost a vyrukoval by na nds s celou svou zdsobou n hiebikl, co bychom
délali potom? Inu, museli bychom si chvili popiemyslet. Poté (pokud bychom
nendpadné nastavili provédzek, aby byl dostate¢né dlouhy) bychom zvladli povésit
obraz dokonce i na n hfebiki tak, aby spadl, kdyZ se libovolny jeden z nich uvolni.
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Nejsme piece jen zli az priliS? Mohli bychom se trochu umirnit a naraficit to
tieba takto: Obraz povésime na n hiebiki, a dokud nevypadne ze zdi alespon k z
nich, bude viset. Jakmile vSak vyjmeme libovolnych k hiebikii, zaru¢ené spadne.
Ba dokonce jesté rafinovanéji: Pokud A;, As, ..., A jsou libovolné podmnoZiny
mnoziny hiebikli zatlu¢enych do zdi, da se na tyto hiebiky povésit obraz tak, Ze
bude viset, dokud ve zdi zUstane alespon jeden hiebik z kazdé z téchto podmnozin,
ale spadne, pokud alesporii jednu z t€chto podmnoZin hfebikd odstranime celou.
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Jak 1ze bojovat s prekoncepcemi
zaku o sile a pohybu?

Eva Hejnova
Katedra fyziky Pirodovédecké fakulty UJEP v Usti nad Labem, eva.hejnova@uijep.cz

Uvod

JiZ v nékolika predchozich ro¢nich letnich Skol jsem se ve svych pfispévcich zaby-
vala znamou skutecnosti, Ze Zaci pfichazeji do vyuky fyziky (ale i jinych pfirodnich
véd) s prekoncepcemi v riznych oblastech (viz sborniky z letnich $kol, které se
konaly v roce 2005 az 2008). Prekoncepce (téZ nazyvané intuitivni predstavy,
¢asto také miskoncepce, mylné predstavy apod.) se vytvéreji od raného détstvi
na zakladé bezprostfedniho vnimani a pozorovani okolniho svéta, na zdklad¢ in-
tuitivniho zobecfiovani svych zkuSenosti a ¢asto byvaji v rozporu s védeckymi
poznatky [3]. Pro zjiStovani téchto pfedstav mohou ucitelé dobte vyuZit napiiklad
pojmové mapy, pisemna vyjadieni Zakl nebo diskuse se zZaky [1]. Jednou z téchto
metod, kterd poskytuje velky potencidl pro pouziti v béZné Skolni praxi jsou tzv.
,concept cartoons* (v ¢eském prekladu by bylo mozné pouZzit ndzvu konceptualni
obrézky), o nichz bude v pfispévku dédle pojednano. Tento typ tloh neni na nasich
Skolach zatim pfiliS roz$iten, ale jejich potencidl je velky, a to zejména s ohledem
na moznost konkrétni aplikace tzv. konstruktivistického piistupu v bézné vyuco-
vaci hodiné na zakladni, ale i stfedni Skole.

Tyto ulohy totiZ vyvoldvaji zcela pfirozené diskusi mezi zaky, béhem niZ maji
prileZitost zapojit se do interaktivniho rozhovoru ve skupiné, mohou vyslovovat
své myslenky, klast si vzdjemné otdzky, generovat tvrzeni, navrhovat vysvétleni
a zdlvodnovat svoji argumentaci. Tento druh projevu je obhajovdn mnohymi
vyzkumniky jako nejen leps$i reprezentovani povahy védy, ale jako provokujici
kriti¢t€jSi mysleni, jakoz i rozvijeni konceptudlniho mysleni.

V piispévku bude nejprve kratce pojednano o zjistovani prekoncepci Zakt pomoci
testu zjiStujici porozuméni pojmu sila (test FCI). V dalSi ¢asti prispévku bude
prezentovano nékolik piikladd uloh, které mohou byt zZakiim zaddny ve formé
konceptudlnich obrazkl na téma pohyb a sila. Formulace a zpiisob zpracovani
uloh je zaméfeno pro Zaky zdkladnich Skol, ale 1ze je vyuZit i na stfednich Skol4ch.
Na zavér prispévku struéné uvedu, jak 1ze s konceptudlnimi obrazky pracovat ve
vyuce.
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Prekoncepce zaku a test FCI

Ke zjiStovani porozuméni zdkladnim pojmilim, tj. toho jak studenti dané latce
opravdu rozuméji, slouzi tzv. konceptudlni testy. Jejich vyhodou je, Ze se daji
snadno a rychle vyhodnotit (Ize dobfe vyuZit i hlasovaci metodu) a jsou velmi
spolehlivé. Vhodné jsou vSak spiSe pro studenty stfednich ¢i vysokych skol,
pro zaky na zdkladnich Skoldch jsou zpravidla pfili§ obtizné, a to zejména co
se tye ndrokil na jejich &tendfskou gramotnost. V Ceské republice nejsou tyto
testy bohuzel piili§ zndmé a vyuZivané. V Ceské verzi existuje pouze test Force
Concept Inventory (dédle jen FCI) — Porozuméni pojmu sila, nékteré testy jsou
k dispozici také ve slovensting. Test FCI zkoumd porozuméni zdkladnim pojmiim
newtonowské mechaniky. Obsahuje tficet kvalitativnich tloh typu multiple-choice
(u kazdé ulohy mohou Zici vybirat z peti mozZnosti, pfi¢emz nespravné odpovédi,
tzv. distraktory, predstavuji nejcastéjsi miskoncepce studentl), které zahrnuji Sest
oblasti (kinematiku, 1., 2., 3. Newtontliv zdkon, princip superpozice a druhy sil).

Ukazka tlohy z testu FCI [2]: Chlapec vyhodi ocelovou kulicku kolmo vzhiiru.
UvaZzujte pohyb kuli¢ky té€sné poté, co opusti ruku chlapce do doby, nezZ dopadne
na zem. Sily, kterymi ptsobi na kulicku vzduch, zanedbejte.

Jaké sily (sila) piisobi na kuli¢ku za téchto podminek?

(A) Gravitacni sila plisobici smérem dolli a stdle se zmenSujici sila plsobici
smérem nahoru.

(B) Na kuli¢ku piisobi od okamZiku, kdy opustila ruku chlapce, do doby nez
dosdhne nejvyssiho bodu své drahy stile se zmensujici sila smérem nahoru;
na cesté doli plisobi na kuli¢ku stdle rostouci gravitacni sila, protoZe se
priblizuje k zemi.

(C) Nakulicku ptlisobi téméf konstantni gravitacni sila smérem doll a spole¢né s ni
pusobi sila smérem nahoru, ktera se stile zmensuje, dokud kulicka nedosdhne
nejvyssiho bodu. Na cesté dold plsobi uz pouze konstantni gravitaéni sila
smérem dold.

(D) Pisobi pouze téméf konstantni gravitaéni sila smérem dold.

(E) Zadnd z vyse popsanych moZnosti. Kuli¢ka pada zpatky k zemi diky pfirozené
tendenci lezet v klidu na zemi.

80



Co jsou to ,,concept cartoons‘

Obrazek 1: ukdzka je prevzata z [4]

Jak jiz bylo uvedeno vyse, tlohy z konceptudlnich testil jsou pro bézného zZdka
ze zdkladni Skoly ndro¢né, nebot’ tyto tlohy byvaji zpravidla pomérné textové
rozséhlé (viz ukdzka dlohy z testu FCI). Jednou z cest, jak text v ulohdch
minimalizovat, je vyuZiti tzv. ,,concept cartoons.

Jednoduse lze fici, Ze ,,concept cartoon* md podobu kresby ve stylu komiksu (obr.
1), ve které se predklada nekolik (zpravidla tfi az Ctyfi) ndzoru na predlozeny
problém. Casto se pfitom vychazi z n&jaké bézné kazdodenni situace [4]. V Ceské
republice neni tento typ uloh zatim béZné ve vyuce pouZivan, a proto dosud
neexistuje zadny ustaleny Cesky ekvivalent k anglickému nazvu. Z tohoto ditvodu
budeme v dalSim textu pro naSe potieby pouzivat pro tento typ uloh oznaceni
konceptudlni obrazky nebo konceptudlni ulohy (jednoduse 1ze také fici, Ze jde o
,alohy s bublinou).

Ulohy jsou konstruovany tak, aby provokovaly diskusi a pfemysleni o daném
problému a stimulovaly védecké mysleni. Z odpovédi jednotlivych mluvcéi byva
zpravidla jedna spravna. Situace se vSak vZzdy muze ,,zkomplikovat“ tvahami typu
,t0 zavisi na*. I kdyz se ulohy mohou zdét na prvni pohled jednoduché, vzdy se
nabizi nékolik komplikujicich faktorti, zejména pokud chceme o daném problému
uvazovat presné [S]. Pokud uditel pouZziva hlasovaci zafizeni, je mozné hlasovat
i 0 kazdé odpovédi zvlast. Zaci pak vyslovuji souhlas, &i nesouhlas s postojem
jednotlivych mluvéich na obrazku.

Konceptudlni obrazky byly ptivodné vytvoreny pro 9 az 13tileté zaky, ale v sou-
¢asné dobé jsou pouzivany v zahrani¢i (zejména ve Velké Britanii, kde byly poprvé
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vytvoteny a ovéfovany ve Skolni praxi) ve vSech fazich priméarniho i sekundarniho
vzdélavani [6]. Ulohy piedstavuji téZ dobry ndstroj pro formativni hodnocent,
protoze dovoluji ucitelim nejenom ziskat zpétnou vazbu o uvazovani zakd, ale
také se prostiednictvim ndzort jednotlivych mluv¢ich zaméfit na ty miskoncepce,
které jejich Zaci mohou mit.

Ukazky konceptualnich dloh a metodickych pozna-
mek k dloham

V dalsim textu uvedeme ukazky Ctyi konceptudlnich obrazki véetné metodickych
poznamek. Kompletni soubor uloh k tématu Sila a pohyb byl prezentovén na letni

Skole v Hostce a zajemcim je mozné ho zaslat na pozadani v elektronické podobé
(kontakt: eva.hejnova@ujep.cz).

Uloha SnéZny skitr (obr. 2)

7/ pohybové zikony /-

Snézny skiitr

' Honza jede na snézném skitru po vodorovné

|
~ cesté stalou rychlosti. | = /

Tahova sila motoru je vétsi nei treci sila, .
aby skiitr mohl jet dopredu.

Treci sila je vétsi neZ tahova sila,
jinak by skutr zrychloval.

Obé sily jsou stejné velké,
jejich vyslednice je nulova.

Nemate pravdu. Ja si myslim, Ze ...

Poznamka

Obrazek 2

Metodicka poznamka k tloze Snézny skitr
Prvni Newtonliv zdkon (nazyvany téz zdkon setrvacnosti) je v rozporu s
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béznou zkuSenosti zakl, Ze pro kazdy pohyb je nutné plisobeni sily a sila
musi putsobit tak dlouho, dokud trvd pohyb. Tato pfedstava je zaloZena na
skute¢nosti, Ze ve svété kolem nds vzdy existuji sily odporujici pohybu (tfeci sila,
odpor prostiedi). Abychom tedy pii seznamovani zakli s prvnim Newtonovym
zékonem vychdzeli z jejich zkuSenosti, musime je nejprve sezndmit s existenci
sil odporujicich pohybu, a také se sklddanim sil, zvl4sté pak s rovnovahou sil.
Pak miZeme hned od zacatku pouzit formulaci zdkona setrvacnosti zahrnujici
nejen prakticky neredlnou situaci, kdy na téleso ,,nepisobi jind télesa silou, ale
i situaci, kdy vysledna sila ptsobici na téleso je nulovd, neboli kdy sily jsou
v rovnovaze. Pro pochopeni prvniho Newtonova zakona je dileZité se Zaky
rozebrat na konkrétnich ptikladech, Ze jak se téleso pohybuje nebo zda je v klidu
zavisi na vysledné sile plisobici na téleso. Zaci se Casto myln& domnivaji, Ze
pro kazdy pohyb (i rovnomérny pfimocary) je nutnd sila plisobici ve sméru
pohybu (tj. jestlize se realizuje pohyb, musi k nému byt i sila, sila musi ptiso-
bit tak dlouho, jak dlouho pohyb trvd). Jedna se o typické aristotelovské predstavy.

Uloha Skateboard (obr. 3)

f{ Pohybové zakony

@ Pavel se postavi na skateboard a odrazi se.
Skateboard s Pavlem se za chvili zastavi.

Ska tedoard

Skateboard se zastavil, protoZe se Pavel ui T iz e eee oma 3
neadrazi od zemé.

Skateboard se zastavil, protoze na néj ui neplsobi

B
K

fadn4 sila, kKterd by ho udriovala v pohybu. “
5 8

= Jirka
i
" Skateboard se zastavil proto, e na néj plsobi D
| tieci sila ?
Martina 1
Nemdte pravdu. 3 si myslim, fe ... j‘, -
B Vajta
Obrazek 3

Metodicka poznamka k tloze Skateboard
To, Ze se téleso zpomaluje a pak zastavi, je zplisobeno tfeci a odporovou silou, ne
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tim, Ze se Pavel neodrédzi nebo, Ze télesu jakasi sila postupné ,,ubyva“, jak si Zaci
casto mysli.

S Zaky je moZné provadét pokusy napt. s kulickou, kterd se pohybuje po rtizné
drsnych povrsich, nebo lze ukdzat, jak klouze kostka ledu po hladkém povrchu
nebo lze pouzit vznaSedlo vyrobené z balénku ptipevnéného k CD (postup vyroby
viz http://clanky.rvp.cz/clanek/o/g/9259/VZNASEDLO.html/).

Cilem je dovést zaky k predstavé, Ze pokud by na téleso Zadné sily neptisobily,
pohybovalo by se rovnomérnym piimocarym pohybem (zdkon setrvacnosti).

Uloha Vesmirna prochazka (obr. 4)

Wpoby bove zal(on Vesmirna prochazka
i .Kt.:s-r.ﬁ.t.)naui: .sent;dr:.:z.i n;)harria -od"k.os.mic-:l-(-é. I.o.ﬂi,.
N ke které neni pfipoutany.

_ V blizkosti lodi neni zadna hvézda, planeta nebo
jiné téleso.

Pokud se kosmonaut odrazil jen malo,
brzy se jeho pohyb zastavi.

Kosmonaut se nemiiZe od lodi viibec odrazit,
protoZe ve vesmiru neni Zadné tfeni.

D Kosmonaut se bude od lodi navidy vzdalovat.

@ = rKosmonaut bude pfitaZen zase
e _ nazpatek diky gravitacni sile, kterou

na néj bude kosmicka lod’ piisobit.

Nemate pravdu. Ja si myslim, Ze ...

Pohyb astronautti pri opravach kosmické lodi si miizete prohlédnout na videonahravce na adrese
http://www.youtube.com/watch ?v=gMxQEHfUShM

2
3
o]
3
B
o

Martina

Obrazek 4: ukdzka je pfevzata z [4]

Metodicka poznamka k tloze Vesmirna prochazka

Pokud by byla kosmickd lod v klidu, bude se od ni kosmonaut pohybovat
rovnomérnym piimocarym pohybem ve sméru, ve kterém se odrazil.

Pokud se lod’ pohybovala n&jakou rychlosti, bude mit kosmonaut jednak rychlost,
kterou ziskal pfi odrazu a jednak rychlost, kterou se pohybovala lod. Obé& rychlosti
se budou skladat. Kosmonaut se pak bude pohybovat spole¢né s kosmickou lodi
(pokud se kosmickd lod i nadéle bude pohybovat stejnou rychlosti) a zdroveii se
od ni bude s konstantni rychlosti vzdalovat.
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Zéci se Casto myln& domnivaji, Ze se rychlost kosmonauta musi zmen3ovat,
protoZe ve vesmiru pusobi na kosmonauta tfeci sila. Na druhou stranu si déti asto
mysli, Ze ve vesmiru Zadné tfeni existovat nemuiZe a to ani mezi podrazkami bot
kosmonauta a kosmickou lodi, takze se kosmonaut nemuZe od lodi odrazit. Co se
tyCe gravitadni sily, kterou ptisobi kosmickd lod’ na kosmonauta, je tak mald, Ze
by pohybu kosmonauta smérem od lodi nedokdzala zabrdnit.

Se zaky lze také diskutovat o tom, jakym zptisobem by se mohl kosmonaut dostat
zpét k lodi (kosmonaut miZe napt. odhodit ¢ast svého vybaveni a to v opacném
sméru, neZ se odrazil. U starSich zakl na stfedni §kole miiZeme vyuZit i mozZnost,
Ze by kosmonaut pouzil napt. silnou svitilnu (i kdyZ se jedna spiSe o teoretickou
moznost, kdy Ize vyuZit hybnosti fotont).

Velmi zajimavé jsou ukazky z ,,vesmirnych prochdzek astronauti*, které 1ze najit
na internetu (viz odkaz, ktery je uveden piimo u dlohy)..

Uloha Miéek (obr. 5)
WPabybove’ za’l(any /

@ Tomas vyhodi miéek pfimo nahoru. f' {

A
Na micek pisobi po celou dobu jeho RO AP
, pohybu ve vzduchu pouze gravitacni sila,
kterou na néj pisobi Zemé.
Petr

Na micek plisobi gravitacni sila Zemé a sila ruky,
ktera se postupné zmensuje.

V okamiiku, kdy se mi¢ek v nejvyssim bodé D
zastavi, na néj Zadna sila nepisobi.

Martina

Nemate pravdu. Ja si myslim, Ze ...

Poznamka

Obrazek 5

Metodicka poznamka k dloze Micek

Z4ci se Casto mylné domnivaji, Ze na micek puisobi gravitacni sila a ,,sila ruky*,
kterd se postupné zmenSuje. Chybné si také mysli, Ze pfi pohybu micku smérem
vzhliru musi byt ,,sila ruky* vétsi nez gravitacni sila, jinak by se mi¢ek pohyboval
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dolt. Zaci si také mysli, Ze jestlize se téleso pohybuje, plisobi na né sila ve sméru
pohybu a Ze jestliZe se téleso nepohybuje, neplisobi na né¢ Zadna sila. Déle si mysli,
Ze s ,,ubyvanim* pohybu ,,ubyva* i sila.

Jak slouzi konceptualni obrazky k odstranovani myl-
nych predstav a jak s nimi lze pracovat ve vyuce

Konceptudlni obrazky dobfe motivuji pro studium fyziky, ale obecné lze fici i pfi-
rodnich vé&d, nebot’ ddvaji Zakiim moZnost prezentovat, co si mysli. Zaci se neboji
chybovat, nebot’ to nenf ,,jejich chyba®, ale ndzor nékterého mluvciho.

Zéci se vétsinou nehadaji, ale opravdu spolu diskutuji. Velmi dileZité je, Ze Zdk
musi obhdjit svoji mySlenku pfed témi ostatnimi, a to je u¢inny mechanismus
pro rozvoj hlubsiho pochopeni daného pojmu. Zaci zaZivaji pocit nejistoty, nebot’
neslySi od ucitele jen to, co je spravné.

Alternativni odpovédi vedou k rozvijeni kreativity, nebot’ v tlohach jsou Casto
prezentovany myslenky, se kterymi se Z4ci pfedtim nesetkali. V&da je tak prezen-
tovéna jako kreativni zaleZitost, kde je moZné zkoumat mnoho véci a zvaZovat vice
faktord (ne jako zéleZitost, kde existuje vZdy jedna spravnd odpovéd). Ulohy ddvaji
moznost k rozvoji takovych dovednosti jako vyslovovani hypotéz, predpovidani,
uzivani analogif, hodnoceni dikazu, kladeni otdzek a obhajovani stanoviska.

S ulohami Ize pracovat ve vSech ¢dstech hodiny, mohou slouzit k motivaci, vy-
kladu i opakovani. Zptisob vyuZiti tloh zavisi na uciteli i moznostech dané tfidy.
Osvédceny postup prace s tlohami je takovy, Ze se zdk nejprve individudlné se-
zndmi s ulohou. Poté nésleduje diskuse ve skupiné (osvédcily se mensi skupiny
po tiech az Ctyfech zacich), diskuse miZe byt nasledné doplnéna i jednoduchym
pokusem, piipadné rozsdhlejSim badanim. Poté nasleduje celotiidni diskuse, ze
které vyplyne, kterd alternativa z nabizenych odpovédi je nejpiijatelnéjsi a proc
jsou jiné alternativy méné akceptovatelné.

Zaveér

Jak bylo uvedeno vyse, konceptudlni obrazky mohou podporovat kladeni otazek a
premysleni studentt, stimulovat vyjadfovani a argumentaci, kterd poméaha zaktim
rozvijet porozuméni pojmim. UcCitelim mohou tyto ulohy slouzit jako nastroj
k diagnostikovani miskoncepci a k identifikaci mezer ve znalostech studenti,
kterym se pak mohou ve vyuce ddle vénovat. Otazky kladené zaky poskytuji
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také hlubsi vhled do toho, jak Zaci o daném problému premysleji. Jak se ukdzalo
v riznych vyzkumech [1], ze ziskanych materidli (nahravek a pisemnych zdznami
rozhovort zaki atd.) vyplynulo, Ze otazky kladené Zaky byly jiné nez ty, které jsou
typické pro tradi¢ni tfidu. Déti se skutecné upifimné divi tomu, ¢emu nerozuméji
a co se chtéji dozvédét. Dilezita je také skutecnost, Ze se ze strany zZakd nejedna
o jednoduché otdzky na fakta, ale o uvaZzovéani o hypotézach, pfedpovidani a
reflektivni mysleni, které Casto vyzaduje promyslenou netrividlni odpovéd.
Ucitelé, ktefi tlohy tohoto typu pouZzivaji (a potvrdilo se to i u nasich uciteld, ktefi
pracovali s vytvofenym souborem dloh), vétSinou uvadéji, Ze Zaci jsou motivovani
k premysleni a diskutovéni a prace ve skupinich je bavi. V zahranicni literatufe
je Casto uvadéna také zkuSenost, Ze i neukdznéni a ostychavi Zaci se radi zapojuji
do diskusi i zkoumadni, protoZe se neciti nijak ohroZeni. Vzhledem k pozitivnhim
ucitele, napft. prostiednictvim rliznych seminaft, literatury, v ramci pregradudlni
pripravy budoucich uéiteld apod.. Ulohy by viak mé&ly byt uéiteldm k dispozici i
v kniZni a elektronické podobé&, podobné jako je tomu v zahranici.
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Dvé dulezité strategie Feseni
problému (cesta zpét a invariance)

Jan Kopka
Katedra matematiky, Pfirodovédecka fakulta UJEP v Usti n.L., Jan.kopka@ujep.cz

Strategie Cesta zpét

Je to strategie pomérné Casto v matematice pouZivand (viz napft. rozbor konstrukéni
ulohy v geometrii nebo rozbor pfi konstrukci diikazu véty, kterd ma stavbu im-
plikace). Nemusime vSak pomoci ni nalézt celou cestu, jak dany problém vyfesit.
Pfipomenime, Ze pii rozboru konstrukéni ulohy obvykle za¢indme vétou: Predpo-
klddame, Ze uloha ma feSeni a Ze obrazek, ktery jsem si nacrtl, predstavuje jedno
z téchto feseni. Touto frazi si pravé pripravujeme pudu pro pouZiti této strategie.
Pfi strategii cesta zpét predpokladame, Ze to, co madme dokdzat, plati. Pak se
snazime z toho predpokladu odvodit néco, co uz vime nebo co se da lehko do-
kazat. Pokud dojdeme k tomu, co uZ zndme nebo co je dano, pak miiZzeme nase
uvahy obrétit a tak se dostaneme k hledanému zavéru. UkaZzme tuto strategii na
ndsledujicich problémech:

NIM hra

Uloha 1:

Na hromddce je 16 zdpalek. Dva hraci stfidavé odebiraji jednu nebo dvé zapalky.
Vyhréava ten, ktery odebere posledni jednu nebo posledni dvé zdpalky.

Hraci si nékolikrat hru zahraji.

Uloha 1 (pokracovani):

Pokuste se objevit vitéznou strategii nékterého z hracu.

Pozndmka. Vitéznd strategie je takova strategie, Ze pokud ji hra¢ vyuziva, pak
vyhraje bez ohledu na to, jak hraje jeho protihrac.
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ReSeni:

Pouzijeme strategii Cesta zpét. Pokud se nékterému z hract (fikejme mu A)
podaii, aby byl na tahu jeho protihra¢ (fikejme mu B) ve chvili, kdy jsou na
hromddce 3 zdpalky, pak A vyhraje. Hrdi¢ B miZe totiz odebrat jednu nebo dvé
zapalky. Na hromadce zlstanou dvé zapalky nebo pouze jedna. Hra¢ A pak tyto
dvé nebo jednu mize odebrat a vyhraje. 3 zdpalky na hromadce pfedstavuji tedy
blizsi cil. Pokracujme dal. Pokud se hrac¢i A podaii, aby byl na tahu hra¢ B ve
chvili, kdy je na hromadce 6 zdpalek, pak vyhraje. 6 zdpalek po tahu hrace A je
jeho jesté blizsi cil. A tak obdobné: jeste blizsi cile vitézné strategie jsou 9, 12, 15.
Pokud tedy bude prvni hrac¢ hrat tak, aby po jeho tahu byly na hromadce nasledujici
pocty zapalek

15,12,9,6, 3.

Pak vyhraje.

Odpoveéd*

Pokud prvni hra¢ odebere nejprve 1 zdpalku,a pak nasledné hraje tak, aby po jeho
tahu ztistalo na hroméadce postupné (15), 12,9, 6,3 zdpalky, pak vyhraje. Toto je
vitézna strategie pro prvniho hrice.

Pozndmka. Ucitel mize zakim pomoci objevit vitéznou strategii otdzkou: V které
chvili jiz poznate, ktery z vas vyhraje. Urcité je to pfi poslednich tiech zapalkach,
pozdéji pii poslednich Sesti zdpalkdch atd.

Abychom vitéznou strategii mohli pozdé€ji snadné&ji zobecnit, miiZeme ji popsat
takto: Vitéznou strategie prvniho hrace tak predstavuji po jeho tahu nasledujici
pocty zapalek:

5-(24+1),4-(2+1),3-(2+41),2- (24 1),1- (2+1).

Zacnéme vytvaiet hrozen problémi inspirovany ivodni ilohou. Nejprve budeme
ménit pocet zapalek na hromddce.

Uloha 2:

Jak to vypadé s vitéznou strategii, pokud je na hromadce 17 z4palek.

Reseni:

Pokud prvni hrd¢ odebere nejprve 2 zdpalky a ndsledné bude odebirat tak, aby
po jeho tahu byly na hromédce nésledujici poCty zédpalek: (15),12,9,6 a 3, pak
vyhraje. Existuje tedy opét vitéznd strategie pro prvniho hréace.
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Uloha 3:

Jak to vypadd s vitéznou strategii, pokud je na hromédce 18 zdpalek.

Reseni:

Prvni hra¢ miiZe odebrat jednu nebo dvé zapalky. Pak druhy hra¢ tdhne tak, aby
po jeho tahu bylo na hromadce 15 zapalek. Pokud bude nésledné odebirat tak,
aby po jeho tahu byly na hromddce nasledujici poéty zdpalek: (15), 12,9, 6, 3, pak
vyhraje. Existuje tedy vitézn4 strategie pro druhého hréice.

Uloha 4:

Zobecnéte vysledky uloh 1, 2 a 3.

Odpovéd*

Pokud pocatecni pocet zdpalek neni délitelny ¢islem 3 (dava pti déleni tremi zbytek
1 nebo 2), pak existuje vitézna strategie pro prvniho hrace.

Pokud je pocétecni pocet zapalek délitelny ¢islem 3, pak existuje vitézna strategie
pro druhého hréce.

Nyni miZeme pfi rozsifovani hroznu ménit maximalni pocet odebiranych zépalek.
Napt.

Uloha 5:

Na hromadce je 19 zdpalek. Dva hraci stfidavé odebiraji maximalné Ctyfi zapalky.
Vyhrava ten, ktery odebere posledni zapalky(u). Pokuste se objevit vitéznou stra-
tegii nékterého z hraca.

Odpovéd”

V tomto piipadé existuje vitézna strategie pro prvniho hrace. Nejprve odebere Ctyfi
zépalky. Dale bude postupovat tak, aby po jeho tahu byly na hromadce nésledujici
pocty zdpalek (15),10 a 5.

Postup uvedeny v odpovédi k tloze 5 miiZzeme zapsat nasledovné:

Prvni hra¢ bude odebirat zapalky tak, aby po jeho tahu byly pocty zdpalek na
hromédce nasledujici:

3-(4+1),2-(4+1),1-(4+1).

Ziskané vysledky nyni miZeme zobecnit.
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Uloha 6:

Zobecnéte vysledky piredchozich uloh.

Odpovéd”

Pokud je na hromddce n zdpalek a pocet odebiranych zdpalek je maximalné k, kde
k < n, pak vitézna strategie pro nékterého z hracu je:

re(k+1),r—=1)-(k+1),....2-(k+1),1-(k+1),

pfi¢emz r je nejvetsi pfirozené ¢islo pro které je r - (k + 1) < n.
Vitéznd strategie pro prvniho hra¢e nastavd, pokud r - (k + 1) < n.
Vitézna strategie pro druhého hrace nastavd, pokud r - (k + 1) = n.
Zavér odpovédi tlohy 6 mizeme formulovat jesté jinak:

Jestlize Cislo k + 1 nedé€li ¢islo n, pak existuje vitézna strategie pro prvniho hrace.
Jestlize Cislo k + 1 déli ¢islo n, pak existuje vitézna strategie pro druhého hrace.

Pokud bychom chtéli zjistit zda Zaci skute¢né pochopili vitéznou strategii nékte-
rého z hraca, mizeme jim zadat analogickou ulohu k zakladni dloze. Pfi ni se v§ak
zapalky budou priddvat.

Uloha 7:

Hra: Hraci pokladaji stfidaveé na hromadku jednu, dvé nebo tfi zdpalky. Vyhrava
ten, ktery pfi svém tahu poloZzi 23. zdpalku. Objevte vit€znou strategii pro nékte-
rého z hraci.
ReSeni:
Tentokrét jsou bliZsi cile postupné odzadu: 19, 15,11,7, 3. Vitézna strategie pro
prvniho hrace: Priklad4 zapalky tak, aby po jeho tahu byl pocet zdpalek na hro-
madce nasledujici:

3,7,11,15,19.

Pocty zapalek 1ze tentokrat zapsat takto:

23—5-(3+1), 23—4-(3+1), 23—3-(3+1), 23—2-(3+1), 23—1-(3+1).

Uloha 8:

Jak to vypada s vitéznou strategii, pokud hra kon¢i 22 zapalkami.
Hra: Hréci pokladaji stfidavé na hromadku jednu, dvé nebo tii zdpalky. Vyhrava
ten, ktery pfi svém tahu polozi 23. zapalku. Objevte vitéznou strategii pro nékterého
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z hra¢i Odpovéd: Pokud hra konéi 22 zdpalkami, existuje vitézna strategie opét
pro prvniho hrice. Postupuje tak, aby po jeho tahu bylo na hromadce postupné
2,6,10, 14, 18 zapalek.

Uloha 9:

Jak to vypada s vitéznou strategii, pokud hra kon¢i 24 zdpalkami. Odpovéd: Pokud
hra kon¢i 24 zapalkami, existuje vitézna strategie pro druhého hrace. Postupuje
tak, aby po jeho tahu bylo na hromddce postupné 4, 8,12, 16,20 zapalek. Nyni
muzZeme pfi tvorbé dal$ich dloh ménit i maximalni pocet pfidavanych zapalek. To
vSak jiz pfenechdme Ctendfi. My zde provedeme zobecnéni. hromadce postupné
2,6, 10, 14, 18 zéapalek.

Uloha 10:

Pokud hra kon¢i, je-li na hromédce n zdpalek a hrici stiidavé prikladaji maximalné
k zéapalek, kde k < n, pak vitézna strategie pro nékterého z hraci predstavuje
néasledujici pocty zdpalek:

n—r-(k+)n—(r—-1-(k+1),....n—=2-(k+1),n—1-(k+1),

kde 7 je nejveétsi prirozené &islo, pro které plati r - (k + 1) < n.

Pokud 7 - (k + 1) < n, pak existuje vitéznd strategie pro prvniho hrace.

Pokud 7 - (k + 1) = n, pak existuje vitéznd strategie pro druhého hrace.

Zavér odpovédi k dloze 10 miZzeme formulovat jeste jinak:

JestliZe ¢islo k£ + 1 nedéli ¢islo n, pak existuje vitézn4 strategie pro prvniho hréce.
JestliZe ¢islo k£ + 1 déli ¢islo n, pak existuje vitézna strategie pro druhého hrace.

Na zavér mizeme zaktim zadat numericky naro¢néjsi dlohy, napf.

Uloha 11:

Na hromadce je 839 zapalek. Dva hraci stfidavé odebiraji maximalné 8 zdpalek.
Vyhrava ten, ktery odebere posledni zapalky nebo posledni zdpalku. Zjistéte, pro
kterého z nich existuje vitéznd strategie a jak vypada.

Reseni: Nejprve zjistime, zda je &islo 839 délitelné &islem 9. Ciferny soudet &isla
839 je 8 + 3 + 9 = 20. Cislo 20 neni délitelné &islem 9. P¥i d&leni deviti d4va toto
¢islo zbytek 2. Proto existuje vitéznd strategie pro prvniho hrace. V prvnim tahu

tento hra¢ odebere 2 zapalky. Na hromddce zbude 837 zdpalek. Pak bude odebirat
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tak, aby se po jeho tahu vZdy pocet zapalek oproti jeho pfedchozimu tahu zmenSil
0 9. Tzn. pocty zdpalek po odebirani prvniho hrace budou postupné:

837, 828,819,810, ...,27,18,9.

Po poslednim odebrini prvniho hrace jizZ nezbude Zadna zapalka a tak tento hrac
vyhril.

Strategie invariantu

invariantem rozumime jakoukoliv vlastnost matematického objektu nebo mate-
matickych objekti, kterd je spolecnd vSem objektim urcité mnoziny a ktera se
neméni pii prechodu od jednoho objektu k jinému objektu dané mnoZiny. Prechod
je obvykle zadan urcitym zobrazenim.

Nejprve zadame ¢ast problému:

Uloha 1:

Na tabuli jsou napsana tii prirozena ¢isla. Libovolné z nich smaZzeme a misto ného
napiSeme soucet zbylych zmenSeny o 1.

Ukol:

Zvolte si tfi ¢isla a nékolikrat provedte vyS$e popsanou Gpravu, abyste se s ni dobie
sezndmili.

Uloha 1 (pokracovani):

Upravu opakujeme nékolikrat a7 nakonec dostaneme &isla 29, 30, 31. Zjistdte, zda
mohla byt na zacatku na tabuli napsana ¢isla 2, 2, 2.
Reseni:
Zacnéme trojici Cisel 2, 2, 2. Pokud byla na zacatku tato ¢isla, pak po prvni tpravé
dostaneme:

2,2,2— 223,
Smazali jsme jednu dvojku a misto ni jsme napsali 3 = (2+2) — 1. Po dal§{ dpravé

dostaneme :

993 2,2,3 Pokud smaZzeme 3.
o 2,3,4 Pokud smaZeme 2.
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Ve trojici 2, 2, 3 jsou dvé ¢isla sudd a jedno ¢islo liché. Po obou moZznych upraviach
vzniknou trojice, kde jsou opét dvé ¢isla sudd a jedno je liché. Musi to tak byt
vzdy?

Muzeme dil experimentovat a nakonec vyslovit hypotézu:

Hypotéza:

Provedeme-li uvedenou upravu na trojici ¢isel sudé, sudé, liché (na potradi neza-
lezi), pak vznikne opét trojice ¢isel sudé, sudé, liché.

Zduvodnéni:

Oznacime-li sudé ¢islo 2k a liché ¢islo 2k + 1 (kde k je ptirozené Cislo), pak plati:
Smazeme-li liché Cislo, pak dopsané &islo je

2ky + 2ky — 1 = 2(ky + ko) — 1,

coz je Cislo liché.
Smazeme-li sudé ¢islo, pak dopsané cCislo je

2y 4 (2ky + 1) — 1 = 2(ky + k),

coZ je Cislo sudé.

Hypotéza tedy plati.

Zavér:

Pocet sudych (i lichych) ¢isel se pii dpravdch neméni. Tento pocet je proto vzhle-
dem k provddénym tpravdm invariantem.

Odpovéd*

Upravami trojice &isel 2, 2,2 budeme dostdvat trojice &isel, kde dvé budou sudd
a jedno liché. ProtoZe v trojici &isel 29, 30, 31 jsou dvé Eisla lichd a jedno sudé,
nemohla byt pfi upravach vychozi trojice 2, 2, 2.

Pozndmka. Pfi feSeni jsme viditelné vyuzili strategii invariantu. Invariant jsme
objevili pomoci experimentovani. ProtoZe jsme pii feSeni vySli z trojice 2,2, 2
(koncova situace), pouzili jsme také strategii cesta zpét. Dale jsme podstatnou
mérou vyuZili strategii parity a také néstroj zvany vhodna symbolika.
Didakticka poznamka:

O invariantu neni potfeba hovofit. Staci, kdyZ se uclitel zeptd, jak je to po tpraveé s
poctem sudych a lichych Cisel. Procvicujeme s¢itani a od¢itani ¢isel a také pojmy
sudé a liché cislo.

Uloha 2:

Na zazracném stromé sadai vypéstoval 15 bandntl a 16 pomeranct. Kazdy den
utrhl dva plody a na stromé v tu chvili vyrostl jeden novy plod. Pfi¢emz, pokud
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utrhl dva stejné plody vyrostl pomeran¢, pokud vsak utrhl rizné plody vyrostl
bandn. Jaky plod bude na stromé& posledni?

ReSeni: Abychom ziskali vhled do problematiky miiZeme experimentovat. Za-
¢neme samoziejme s malymi Cisly. ProtoZe sudost a lichost poctu jednotlivych
druhti ovoce muze hrat roli, zvolime pro pocet bananii liché ¢islo, napf. 5 a pro
pocet pomeranct sudé ¢islo, napt. 4. Nyni si zahrajeme na sadafe a svoje sklizeni
budeme zapisovat do tabulky 1.

baniny | pomerance | co jsme utrhli

5 4

3 5 2 banéany

3 4 1 banédn a 1 pomeran¢
3 3 1 banan a 1 pomeran¢
3 2 2 pomerance

1 3 2 banédny

1 2 1 bandn a 1 pomeran¢
1 1 2 pomerance

1 0 1 banédn a 1 pomeran¢

Tabulka 1

Pfi naSem experimentu zlstal na stromé nakonec bandn. Musi to tak byt vzdy?
Podivejme se jaka ¢isla dostdvame pro pocty bandni. VSechna ¢isla jsou licha.
Lichost poctu bananti je tak ziejmé invariantem vzhledem k provadénému Cesani.
Miizeme tedy vyslovit:

Hypotéza:

Pokud na stromé vyroste lichy pocet banant, pak posledni plod, ktery na stromé
zUstane je bandn.

Jesté nez hypotézu zdivodnime, miZeme fici, Ze kazdy den se zmensi poCet ovoce
na stromé o 1. Sadat tak miize Cesat b+ ¢ — 1 dni, kde b a c je po fad€ pocet bananti
a pomerancil na zacatku.

Zdivodnéni:

Kazdy den se pocet plodd zmensi o 1. PoCet banand je kazdy den liché ¢islo. Bud
zustava stejny nebo se zmensi o 2.

Na pocatku byl pocet bananii vyjadien lichym ¢islem. Utrhneme-li dva banény,
zmensSi se jejich pocet o 2, coz je opét liché ¢islo. Utrhneme-1i banén a pomeranc,
zlstane pocet bandni stejny.

Lichost poctu bananu je tak invariantem vzhledem k ¢esani plodi. Na stromé
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proto nemohou ztistat 2 bandany ani 2 pomerance. Musi tam tedy ziistat 1 banan a
1 pomerang. Po jejich utrZeni na stromé vyroste banan a to je posledni plod.

My jsme problém fesili obecnéji a tak se ted vratime k zadani:

Odpovéd”

Po 30 dnech ¢esani zlistane na zdzraéném stromé banan.

Vyslovme analogickou tlohu. Poc¢et banant bude vyjadieny lichym sudym ¢islem.

Uloha 3:

Na zazra¢ném stromé sadaf vypéstoval 12 bananii a 11 pomeranct. Kazdy den
utrhl dva plody a na stromé v tu chvili vyrostl jeden novy plod. Pficemz, pokud
utrhl dva stejné plody vyrostl pomeran¢, pokud vsak utrhl rizné plody vyrostl
bandn. Jaky plod bude na stromé posledni?

Reseni:

Experimentovanim ziejmé dojdeme k zdvéru, Ze tentokrdt bude na stromé po-
slednim plodem pomeranc¢. Zdivodnéni vyslovené hypotézy nyni spociva v tom,
Ze pocty banand budou stéle pouze suda ¢isla. Invariantem tentokrat bude sudost
poctu banant.

Poznamka:

Pfi feSeni problému 2 i 3 jsme pouzili strategie zjednodusSeni a experimentovani,
strategii invariantu, strategii parity, ale také strategii zobecnéni a konkretizace.
Na zdklad€ experimentovani jsme vZdy vyslovili hypotézu, ktera obsahovala nés
problém jako specidlni ptipad. Toto zobecnéni jsme také dokdzali. Pfi feSeni pro-
blému Lze navic vyuZit strategii analogie.

Didakticka poznamka:

Pti zjednoduseni pfed zac¢atkem experimentovani u problému 2 zZakim poradime,
aby za pocet banand volili malé liché ¢islo a pro pocet pomerancu jakékoliv malé
¢islo. O invariantu neni potfeba hovorit. Staci, kdyz se ucitel zepta jak je to po
utrzeni plodil vypada s poctem bandnd. Pfi feSeni procvicujeme s¢itdni a od¢itant
Cisel a také pojmy sudé a liché Cislo.

Literatura

[1] KOPKA,J. Vyizkumny pristup pri vyuce matematiky, 1. vyd. Ustin. L.: UJEP,
2000.

[2] KOPKA,J. Zkoumdnive Skolské matematice, 1. vyd. Ruzomberok: Katolickd
Univerzita, 2005.
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Ukazky zkoumani ve Skolské
matematice

Jan Kopka

Katedra matematiky, Pfirodovédeck4 fakulta UJEP v Usti n.L., Jan.kopka@ujep.cz
V ¢lanku predlozime dvé ukdzky feSeni problému pomoci zkoumadni. Prvni bude
z oblasti délitelnosti, druhd bude souviset s Fibonacciho posloupnosti.
Nejvétsi spolecny délitel

V nasledujicim problému pijde o to urcit nejvétsiho spole¢ného délitele pro ne-
kone¢né mnoho pfirozenych ¢isel.

Problém 1:

Urcete v mnoziné N vSech pfirozenych ¢isel nejvétsSiho spole¢ného délitele vSech
Cisel n® + 17n, kde n je nenulové pfirozené &islo.

Reseni:
Protoze pozadované Cislo musime nejprve objevit, zacneme experimentovanim.
Pro n = 1,2,3,4,5 dostaneme (viz tab. 1): Zkouménim tabulky zjistime, Ze

n 1 12 |3 4 5
n®+17n | 18 | 42 | 132 | 132 | 210

Tabulka 1

D(18,42) = 6-D(3,7) = 6-1 = 6. Cislo 6 je délitelem i ostatnich &isel
uvedenych v tabulce 1 (jsou suda a jejich ciferny soucet je délitelny tfemi). Nej-
vétSim spole¢nym délitelem vSech uvazovanych ¢&isel proto mohou byt pouze Cisla
1,2, 3,6. DokaZeme-li, Ze 6 déli vSechna tato Cisla, bude 6 jejich nejvétsim spo-
le¢nym délitelem. Hypotéza: (Vn € N) 6[(n3 + 17n)

Nyni ukdZeme tii riizné dikazy pravé vyslovené hypotézy.

a) Dukaz matematickou indukci:

1) Dokédzeme, Ze hypotéza plati pro n = 1. To vSak plati — viz pfedchozi
zkoumani.
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a)

2) Dokédzeme (Vn € N) [6|(n® + 17n) = 6|((n+1)> + 17(n + 1))]
Necht' n je libovolné pfirozené &islo pro které plati, Ze 6|(n® + 17n). Pak

(n+1)*+17(n+1) = n*+3n*+3n+1+17n+17 = (n®+17n)+3n(n+1)+18

Vyraz v prvni zavorce je délitelny Sesti podle indukéniho predpokladu. Druhy
s¢itanec je také délitelny Sesti, protoZe je soucinem C&isla 3 a vyrazu n(n + 1),
coZ je soucin dvou za sebou jdoucich pfirozenych ¢isel, a to znamena, Ze jedno
znich je délitelné dvéma. Posledni sCitanec je také délitelny Sesti. Proto i soucet
téchto ti{ s¢itanct je délitelny Sesti. U

Diikaz pomoci Upravy vyrazu na ,.faktoridlové souciny*.

VyuZzijeme skutecnost, Ze soucin tii za sebou jdoucich pfirozenych Cisel je
délitelny dvéma (minimdlné jedno z ¢isel je sudé) a soucasné tfremi (ze tii za
sebou jdoucich pfirozenych Cisel je jedno ndsobkem tif). Tento soucin je proto
délitelny ¢islem 3 - 2 = 6.

Vyraz n? + 17n miZeme upravit takto:

n*+ 1 =0 —n)+18n=nn*>—-1)+18n =n(n—1)(n+ 1)+ 18n
=(n—Dn(n+1)+18n
Prvni scitanec je délitelny Sesti (zdlvodnéni viz vySe) a druhy také. Proto i

soucet téchto dvou Cisel je d€litelny Sesti. To plati pro libovolné ptirozené ¢islo
n.

Dtkaz pomoci vyuZziti zdpisu pfirozenych Cisel n ve tvaru 6k + z, kde
z = 0,1,2,3,4,5. Budeme-li pfirozené Cislo n délit ¢islem 6, dostaneme
néktery ze zbytkd 0, 1, 2, 3,4, 5. Libovolné pfirozené Cislo n se tak da zapsat
ve tvaru 6k + z, kde k je nedplny podil a 2 je zbytek. Libovolné ptirozené ¢islo
n proto mizeme zapsat v jednom z nasledujicich tvari:

6k,6k + 1,6k + 2,6k + 3,6k + 4,6k + 5 (1)
Pokud vyrazy (1) dosadime do vyrazu n® + 17n, dostaneme:

n = 6k (6k)* + 17 -6k = 6(36k> + 17k) =6 - A

n==6k+1 (6k+1)°+17-6(k+ 1) = 216k> + 108k* + 120k + 18 = 6- B
n=06k+2 (6k+2)°+17-6(k+2) =216k 4 216k* + 174k +42=6-C
n=06k-+3 (6k+3)°+17-6(k+3)=216k> + 324k + 264k + 78 =6 - D
n=~6k+4 (6k+4)°+17-6(k+4) = 216k> + 432k* + 390k + 132 =6 - E
n==6k+5 (6k+5)°+17-6(k+5) = 216k> 4+ 540k* + 552k + 210 = 6 - F/

100



Zjistili jsme, Ze &islo 6 je délitelem vyrazu n® + 17n pro libovolnd n € N, a
proto je 1 nejvétsim spoleCnym délitelem uvazovanych ¢isel.

Fibonacciho posloupnost

Motivace: Fibonacci (viz obr. 1) byl jednim z nejvétSich mate-
matiki stfedovéku. Byl napt. velkym propagétorem desitkové
pozi¢ni soustavy, kterd vznikla v Indii a kterou do Evropy pfi-
nesli Arabové. Narodil se okolo roku 1175 ve mésté Pizza
se zndmou Sikmou véZi. Jeho vlastni jméno bylo Leonardo
Pisansky. ProtoZe vSak on sam si fikal Fibonacci, coZ zna-
mend syn Bonacciho, je dnes zndm spiSe pod timto jménem.
Zustalo po ném celkem 5 matematickych praci, z ¢ehoz Ctyfi
Obrazek 1 byly knihy. V jedné z nich vyslovil takovyto problém:

Wpustime do prirody pdrek malych zajicii. Zajicuum trvd mésic, neZ dospéji, a pak
vZdy kazdy dalsi mésic maji pdrek zajickii. Kolik pdru zajicki bude v prirodé za
rok?

Pokud si situaci v nékolika prvnich mésicich graficky zndzornime, dostaneme
strom na obrazku 2 (kfizek predstavuje parek zajict).

Ziskana posloupnost dostala od francouzského matematika Lucase v devatenactém
stoleti ndzev Fibonacciho. Tato posloupnost md mnoho zajimavych vlastnosti, a
proto se pokusime nékteré z nich objevit.

Dalsi ¢leny posloupnosti

Prvnich deset ¢lenti Fibonacciho posloupnosti je
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55.
Napiste dalSich pét ¢lend této posloupnosti.
(89, 144,233,377,610)

Abychom se mohli o Fibonacciho ¢islech, tj. ¢lenech této posloupnosti, 1épe
vyjadiovat, budeme pouZivat k jejich oznaceni pismeno F' s indexem udavajicim
poradi tohoto ¢isla, tzn.

Flzl, ngl, F3:2, F4:3, F5:5, F6:8, F7:13atd
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x nyni 1 par

% za meésic 1 par

» 5 Za dva mésice 2 pary

& % & za tfi mésice 3 pary

x x /x L\ x Zzacttyfimésice 5 pard
Obrazek 2

Vytvareni posloupnosti

Pokuste se napsat formuli, pomoci niZ vytvaiime dal$i ¢leny posloupnosti.
Fy = F;, = 1 akazdy dalsi ¢len vytvofime vzdy sectenim dvou ¢lent pfedchozich,
{zn.

F,=F, o+ F, 1, kdenz3. )

Pravidlu (2) se fikd Fibonacciho pravidlo. Nyni jiZ mizeme odpovédét na otazku
ve Fibonacciho problému, kolik parii zajicti bude v prirodé za rok. Bude to F}3,
coz je 233.

Zajimavé problémy (souvisejici s Fibonacciho po-
sloupnosti)

Problém 1: Zdolavani schodu

Pouzivam schody radéji nez vytah. KdyZ pospicham, beru schody po dvou. Jindy
doslapnu na kazdy schod. JestliZze pouzivdm oba dva druhy pohybti — krok (/) na
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nasledujici schod a skok (.5), cozZ je vynechani jednoho schodu, kolika riznymi
zpusoby mohu zdolat n schod? Napft. pro 4 schody dostaneme tyto moznosti:

1.

Mame tedy 5 rtiznych zptsobi, jak prekonat 4 schody.

KKKK

KKS

KSK

SKK

SS

ReSeni:
Experimentovani:

1 schod

2 schody
3 schody
4 schody
5 schodti

Hypotéza:
Existuje F{,1) zplsob, jak pfekonat n schodi.
Dukaz matematickou indukci (jednd se o zobecnénou matematickou indukci):

1. Pron = 1 hypotéza plati — viz experimentovani.

K

KK,S
KKK,KS,SK
viz vyse

1 zpisob

2 zpusoby
3 zptisoby
5 zptisobu
8 zpisobil

FE=F=1
F3 =2
F4:3
F5:5
Fs =28

2. Predpokladejme, Ze na schod n — 2 se dostaneme F;, | zpisoby a na schod
n — 1 se dostaneme F,, zplsoby. UkaZzme, Ze na schod n se dostaneme
F,, .1 zpusoby viz obr. 3. Na schod n se dostaneme, bud skokem ze schodu
n — 2, nebo krokem ze schodu n — 1. Podle indukéniho pfedpokladu to ale
znamend, Ze na schod n — 2 se dostanu F,, | zptisoby a na schod n — 1 se
dostanu F}, zplisoby, coZ znamen4, Ze na schod n se dostaneme F,, | + F},
zpusoby, cozZ je F), 1 zptsoby.

Odpovéd’ je proto obsaZena ve vyse vyslovené hypotéze.

OJ
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Poget schodu: n—2n-1mn
S

Poget zpisobi: Big-B, By %

Indukéni
pfedpoklad

Obrazek 3

Problém 2: Stavba zidky

Stavime zidku vysky 2 a mame k dispozici cihly majici jeden rozmér 1 a druhy
rozmér 2. Kousek zidky majici délku 11 je ukdzan na obr. 4. Kolika zplsoby
muZete postavit zidku majici délku n?

Obrazek 4

ReSeni:
Oznacme si cihlu na stojato S a 2 cihly nad sebou na leZato L.
Experimentovani:
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Délkal S 1 zpisob F, =1

Délka2 SS,L 2 zpisoby F3 =2
Délka3 SSS,SL,LS 3 zplisoby Fj =
Délka4 SSSS,SSL,LSS,LL 5zptsobi F;5=
Délkas5 ... 8 zplisobu Fy =

Hypotéza:

Zidku délky n lze postavit F), 1 zptsoby.

Dukaz matematickou indukci vytvofime analogicky jako dikaz u pfedchoziho
problému a prenechdme ho proto ¢tenafi. Poznamenejme pouze, Ze zidka bude
kon¢it bud jednou cihlou nastojato, nebo dvéma cihlami nad sebou nalezato.

Po provedeni dikazu miiZete Fici, Ze hypotéza predstavuje spravnou odpovéd.

Problém 3: Cesta vytvorena bez tyCinek délky 1

Maéme tycinky délek 2, 3, 4, 5, atd. Chybi ndm tedy ty¢inky délky 1. Kolika zptsoby
miZete vytvorit pomoci téchto ty¢inek pfimou cestu délky n, kde n je pfirozené
¢islo > 17

Naznak reSeni:

TycCinky budeme oznacovat obdobné jako v pfedchozim problému.

cestadélky 2 2 1 zpiisob  F} =1
cestadélky 3 3 1 zpiisob  F, =1
cesta délky 4 4,242 2 zpisoby F3 =2
cestadélky 5 5, 3+2,2+3 3 zpisobu Fy =3

cestadélky 6 6, 4+2, 2+4, 3+3, 24242 S zpisobi F5 =5

Hypotéza:
Cestu délky n miZeme vytvofit z tyCinek délky 2, 3,4, ...
(neni zde tyCinka délky 1) celkem F;,_; zpusoby.

Pozndmka. Z naSeho zépisu pfi experimentovani je dobfe vidét, Ze problém 3 by
mohl znit: Kolika zptisoby miiZeme zapsat ptirozené ¢islo n > 1 jako soucet ¢isel
2,3, 4, atd. (pfitom napf. zapisy 2 + 3 a 3 + 2 jsou rizné).

Literatura
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Demonstracni experimenty s

kapalnym dusikem
Jiri Kralik

katedra fyziky PYF UJEP, Usti nad Labem, jkralik@physics.ujep.cz

1 Nékolik zajimavosti na tivod'
* Dusik byl jako samostatnd latka objeven ve druhé poloviné 18. stoleti.

* Tuto latku pojmenoval Antoine Lavoisier ,,azote — dusivy plyn (¢lovék se
pfi dychdni tohoto plynu dusi, protoZe potfebuje kyslik, ne dusik :-)).

» Je bez barvy, chuti a zdpachu. Neni toxicky a v plynném skupenstvi za
normadlnich teplot a koncentraci ani jinak nebezpecny.

* Plynny dusik se obvykle vyskytuje v molekuldch N5 (pevna trojna vazba).

* Dusik tvoti 78 % objemu vzduchu v atmostére.

* Vyuzivd se v amoniaku a kyseliné dusi¢né jako hnojivo, rovnéz se pou-
Ziva jako inertni atmosféra napf. pii vyrob¢ integrovanych obvodu, vyrobé
nerezové oceli nebo pii plnéni oballl vyrobki, aby nedoslo ke zmackani a

zvlhéeni (napf. brambirky). Dfive se uzival k vyrobé stielného prachu.

* Dusik zacina vfit (¢i kapalnét) pti 77,35 K (= —195, 80 °C), taje (¢i tuhne)
pii 63,14 K (= —210,01 °C).

1Z4kladni zdroj inspirace k témto pokusiim jsem ziskal pfi ndvstévé technického
muzea v Mnichové (viz http://www.deutsches-museum.de/). Nekteré dopliujici infor-
mace pak z wikistrinky http://cs.wikipedia.org/wiki/Dus\%$C3\%ADk
a z pekného Clanku o  kapalném  dusiku od docenta  MiloSe  Rottera
http://kdf .mff.cuni.cz/veletrh/sbornik/rozsirene/Rotter/Rotter.ht
ml. Ddle mi byly inspiraci nékteré experimenty umisténé na YouTube (zejména viz
http://www.youtube.com/playlist?1ist=PL2519752840E19531\&feature=
plcp). Véfe TomeSové a Nicol Bendlové dékuji za icinnou pomoc a mnohé zlepSovaci ndvrhy
pri samotném experimentovani. Pokud v tomto textu najdete n&jakou chybku ¢i vds napadne i
néco jiného, jak ho lze vylepsit, dejte mi prosim védét na milj mail. Tento soubor budu postupné
dopliiovat a vystavim hona http://physics.ujep.cz/  jkralik/downloads.htm.
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* Vyroba kapalného dusiku je velmi levnad — méné nez 10 K¢/1 (oproti napf.
kapalnému héliu, jehoZ vyrobni cena je fddoveé 100 K¢/1), nicméné prodejni
cena se pohybuje mezi 40 a 50 K¢&/1.

« Hustota kapalného dusiku je zhruba 800 kg/m?, tj. je niZsi neZ hustota vody.
* Viskozita kapalného dusiku je zhruba 6 krat mensi neZ viskozita vody.

* Z jednoho litru kapalného dusiku vznikne za atmosférického tlaku asi 680
litri plynného dusiku (o pokojové teploté).

» Kapalny dusik se pouziva napfiklad na vypalovani bradavic nebo na ucho-
vavani tkani.

* Kapalny dusik lze ve vétSim mnozstvi pro Skolu ziskat napt. od fi-
rem http://www.linde-gas.cz/ ¢iwww.lineq.cz.Za pomérné
nizky poplatek (zhruba 50 K¢/den) si 1ze ptjcit i Dewarovu nddobu. V me-
nSich mnoZstvich 1ze kapalny dusik ziskat napt. na koZnim nebo nékde, kde
se zabyvaji plemenéaistvim.

2 Zména vlastnosti materidla, fazové prechody?

2.1 Var zpusobeny ledem

Pomiicky: Vodni led (tajici).

Provedeni: Vhodte kus ledu do nddoby s dusikem a sledujte piekotny var dusiku
kolem ledu.

Vysvétleni: Dusik ma v nddobé teplotu tésné pod bodem varu, tj. zhruba —196 °C,
led v blizkosti bodu tan{ je pro kapalny dusik velmi horky a zpisobi, ze dusik
v okoli ledu dosdhne varu a zacne prekotné vfit.

Dodatek: Je vhodné pied vhozenim kusu ledu do dusiku dojit se studenty k pred-
povédi, jak se bude chovat velmi horkd voda, kdyz do ni ponoifime Zhavé Zelezo.

2.2 Zmrazovani potravin

Pomiicky: Kladivo (dfevéné), pevna podlozka, potravina s vy$§im obsahem vody
(napf. citrusové ovoce, jablko, rajské jablko, jahody, banén), vejce, karafiat.

2U vsech déle uvedenych pokusti se samozfejmé pfedpokladd nejen piftomnost samotného
kapalného dusiku, ale i vhodnych nddob na jeho uchovavani v mensich mnoZstvich (osvédcily se
polystyrénové). Rovné€Z pouzivani ochrannych pomicek nemusi byt na zdvadu. :-)
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Provedeni: Umistéte na cca 1 minutu jahodu do nddoby s kapalnym dusikem
(vejce je nutné nechat min pétkrat déle (pfedem rotaci ukdzat, Ze je neuvarené), po
vyjmuti z nddoby budou kiehké — 1ze rozbit kladivem. Namocte do nddoby kratce
karafidt — po vyjmuti staci kvét zmacknout a rozpadne se na malé kousky.
Vysvétleni: Led je kiehky a protoZe v namdhanych potravindch i karafiatu je
mnoho vody, jsou kiehké 1 ony. Vajicko neni denaturované, i kdyz tak vypada —
nechéte-li ho delsi dobu v teplé mistnosti, opét Gplné roztaje.

Dodatek: Jahoda je vhodna proto, Ze je mald a nenasaje (= nespotiebuje) tolik
dusiku a rychle se ochladi. Navic, protoze v sobé neobsahuje tak velké procento
vody, takze pftili§ nepraskd. KdyzZ totiZ mraZend potravina obsahuje piili§ velké
procento vody (napt. hroznové vino), rdda praskd jesté pfed vynofenim z dusiku.
Je to v disledku anomalie vody, kterd ma nejvyssi hustotu pfi zhruba 4 °C a tedy
pfi chladnuti jeji objem (pfi dané hmotnosti) roste.

2.3 Zmrazovani ruky

Pomiicky: Ziv4 ruka, teplomér pro méfeni velmi nizkych teplot (neni nutny).
Provedeni: Namocte do nadoby s kapalnym dusikem ruku a po nékolika mélo
sekunddch ji vyjméte.

Vysvétleni: Jak to, Ze neztuhne jako pfedméty v predeslé demonstraci? Divody,
proc se ruce nic nestane jsou v zasadeé tfi: 1) Pokud ruku nenechéte v dusiku dlouho,
nenastane termodynamickd rovnovaha. 2) Ziva ruka je udrzovana na vyssi teploté
vici okoli krevnim ob€hem, proto pod urcitou droveii chladne nesnadno. 3) Onu
chvilku, po kterou je ruka ponotena, ji od pfimého styku s kapalnym dusikem chrani
vrstva par, které vznikaji diky prudce se vypatujicimu dusiku. Pfitom dusikové
pary jsou o néco teplejsi nez samotny kapalny dusik (viz Leidenfrostiv jev).
Dodatek: Pred ponofenim ruky je vhodné na nizkoteplotnim teploméru ukézat,
jak velmi chladny kapalny dusik je. Misto teploméru lze jako ukdzku ,,chladnosti*
kapalného dusiku ochladit napiiklad kovovou lzici, kterd se po umisténi zpét do
pokojové teploty postupné ojini (a k ni pfiloZeny vlhky hadiik pfimrzne).

2.4 Hopsakoule a matlakoule

Pomiicky: Hopsakoule (hopik), matlakoule.

Provedeni: Ukazte diametralné rozdilné chovani hopsakoule a matlakoule pri
pokojovych teplotach. Poté obé namocte do tekutého dusiku (asi 1,5 min). Obé
koule se po vyjmuti budou chovat velmi podobné.
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2.5 'V dusiku namoceny suchy kapesnik

Pomucky: Papirovy kapesnik.

Provedeni: Namocte suchy papirovy kapesnik do kapalného dusiku a pak vyjméte.
Kapesnik bude chvili nemackavy (jako silon).

Vysvétleni: Kapesnik je v tomto stavu udrzovan intenzivnim proudem par dusiku,
které jej po néjakou dobu roztahuji.

Dodatek: Kapesnik nemackejte prili§ vehementné, dusik se rychle vyparuje, takze
mackavost prichdzi celkem zdhy. Je rovnéz dobré si vyzkouset, jak kapesnik slozit,
aby byl efekt dobie vidét (mné se osvédcilo sloZeni na podlouhly prouzek).

2.6 'V dusiku namoceny mokry kapesnik

Pomucky: Papirovy kapesnik, nddoba s vodou, kladivo.

Provedeni: Papirovy kapesnik nejdiive namocte do vody a pak do dusiku. Po
vytazeni ho lze rozbit kladivem.

Vysvétleni: Podobné jako u pokusu 2 — led je kiehky a rozbiji i ,.kapesnikové*
vazby.

Dodatek: Pokud namocite kapesnik vice, je nutné jej déle chladit — efekt pak ale
bude vétsi.

2.7 ,,Suchy*‘ balének

Pomiucky: Gumovy (poutovy) balének, kladivo.

Provedeni: Ponoite suchy gumovy balének do dusiku a nechte ho v ném zhruba
1 min. Po vytaZeni ho 1ze rozbit kladivem, i kdyZ neobsahuje vodu.

Vysvétleni: Guma pfi ochlazeni kiehne diky tomu, Ze dlouhé zapletené molekuly,
které gumu tvori, se zkracuji a rozmotavaji.

2.8 Ledova koule

Pomiucky: Kovova koule ¢i zdvazi, provazek ¢i tenky drat, prihlednd nadoba s
vodou (napf. akvarium).

Provedeni: Zchladte v dusiku kovovy predmét (uvdzany napf. na provazku),
rychle jej vyjméte a ponofte do vody (miZe mit pokojovou teplotu, ale ¢im chlad-
néjsi, tim lépe) a pozorujte. Na kouli se objevi ledova slupka, ktera viditelné
roste.

Vysvétleni: Tepelnd kapacita koule staci na to, aby ochladila vodu v jejim okoli
pod bod tuhnuti.
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Dodatek: Pokud jako nadobu s vodou pouZzijete vétsi kulatou kadinku, pfi ponofeni
se bude koule zd4t vétsi (funguje to jako spojnd Cocka) a bude tedy 1épe vidét.
Na druhou stranu to trochu odvadi od samotného zajimavého efektu rychlého
zamrzani koule do ledu.

2.9 Zmrzlina

Pomiuicky: 1 1 mléka, 1 kg mouckového cukru, 3 vaje¢né Zloutky, 1 I smetany, 2 x
vanilinovy cukr, nastrouhana ¢okoldda — mnozstvi a typ podle chuti (napi. 100 g
s drcenymi ofechy).

Provedeni: Vsechny ingredience dejte do vhodné nadoby (napf. plechové misy),
nejprve fadné promichejte, nejlépe elektrickym Slehacem nebo v mixéru, a pak
postupné za stdlého a intenzivniho michdni (napf. 1Zici) pomalu pfilévejte dusik.
Vznikne zmrzlina.

Dodatek: Pozor, spotfeba dusiku je pomérné velkd, ale jinak se kulindfskym
ndpadiim a variacim meze v podstaté nekladou. :-)

3 ZvétSovani objemu dusiku pri prechodu kapalina-
plyn

3.1 Bouchajici krabicka

Pomucky: Uzaviratelna plastova krabic¢ka od kinofilmu, chemické klesté.
Provedeni: Chytte krabicku do klesti, naplite tak do jedné Ctvrtiny dusikem a
pevné zaklapnéte vicko. Vicko béhem chvilky rychle vyskoci (pozor, nenaklanét
se nad néj!).

Vysvétleni: Dusik se pri pfechodu z kapalného do plynného skupenstvi enormné
rozpiné (stejné jako velmi mnoho dalSich litek) a diky velkému rozdilu teplot
kapalného dusiku a mistnosti (zhruba 200 °C = 200 K) je tento proces velmi
rychly.

Dodatek: Pfi spravném provedeni skdce vicko celkem daleko, proto je vhodné si
krabicku a vic¢ko spojit tenkym provazkem. Lze pouZit i jinou plastovou krabicku
(napf. na potraviny) nebo 1 krabicku od Kindervajicka (pozor, nesmi drzet pfili$
pevné).
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3.2 Balonek na bance

Pomicky: Gumovy bal6nek, Erlenmayerova barika.

Provedeni: Nalijte kapalny dusik do bariky a navléknéte gumovy balének na jeji
hrdlo. Balének se nafukuje.

Vysvétleni: Ohiivani kapalného dusiku zptsobuje jeho vypafovani a zvétSovani
objemu.

Dodatek: Je dobré si navlékani balonku na kadinku nacvicit pfedem 1 presto, Ze s
podobnymi ukony méte zkuSenosti.

3.3 Vybuch v ruce

Pomucky: Gumovy balének, ndlevka, odmérnd zkumavka ¢i kddinka (neni nutna).
Provedeni: Nalijte do pfipravené kadinky odméfené mnozstvi kapalného dusiku,
vsuiite hrdlo nalevky do balénku, vlijte do ni dusik a pevné chytte hrdlo micku
mezi prsty (obtocit) — micek se nafukuje a nakonec praskne. Pozor, pfi spravném
provedenti je rana znac¢nd!

Vysvétleni: Stejné jako u predchozi demonstrace.

Dodatek: Nalijte-li do micku dusiku pfiliS, prasknuti nebude tak silné, pokud
malo, bude nafukovani balénku trvat dlouho a nakonec nemusi ani prasknout. Je
nutné to odzkouset dopredu, balénky od riiznych vyrobci maji rtiznou kvalitu.
Zkuste nejprve cca 5 ml. RovnéZ uchop balénku s dusikem uvnitf je pomérné
ndro¢ny — idedlni je, kdyZ se vdm podaii jeho hrdlo obtocit dvakrat kolem prstu.
Pozor na vétsi politi dusikem — obcas to péli ;-) Tento pokus lze délat napiiklad i
nalitim dusiku do PET l4dhve, nasazenim bal6nku a peclivym zavdzanim — riziko
popéleni je tak o mnoho mensi.

3.4 Rotujici mi¢ky na pingpong

Pomucky: Pingpongovy micek s dirkami po obvodu (dokonce sta¢i i micek jen s
jednou dirkou mimo obvod), plechovd misa ¢i ovélny tac.

Provedeni: Uplné ponoite pingpongovy mi¢ek do dusiku a nechte asi 2,5 min.
Umistite-1i poté micek na tac, roztoci se (tac je tam pouze kvili jeho okrajim, aby
micek neutekl).

Vysvétleni: Jsou-li dirky dostate¢né malé, dusik zevnitf micku unika velkou rych-
losti ven — otd€eni je reakci na tryskajici pary dusiku (reaktivni pohon).
Dodatek: Nékdy je potfeba mi¢ku trochu pomoci tim, Ze do néj mirné str¢ime.
MuzZete si micek pomalovat riznymi barvami, které se pfi rychlé rotaci micku
,,sliji* v jinou (napf. Zlutd a modra v zelenou). Pfi délani direk do pingpongového

112



micku je dobré mirné nahtét Spi¢ku Spendliku a velmi zeSikma a pomalu dirkovat.
Dirka by méla byt co nejmensi (Bernoulli).

3.5 Exploze lahve

Pomucky: Pevni plastové ldhev (vhodna napf. 0,5 114dhev od Coca-Coly).
Provedeni: Na Sir§im prostranstvi nalijte trochu kapalného dusiku do plastové
lahve (cca 1/10 objemu), poradné utdhnéte vicko a odstupte cca 10 metrd. Po
néjaké chvili nastane velka rana, vypatujici se dusik lahev roztrha.

Dodatek: Pozor, k 1dhvi nechodte bliZe, dokud nenastane vybuch — pokud ne-
nastdva tfeba 1 5 minut, radéji jeSté alesponn 10 minut pockejte, nez se k 1dhvi
priblizite. Pokud uslysite jasné syceni signalizujici, Ze je 1dhev nedobfe uzaviena,
pockejte az dosyci. Pékny efekt vytvoii obména tohoto pokusu s vodou — pouzijte
pevny plechovy kbelik a napliite ho vodou, pfivazte na plastovou ldhev zavazi a
experiment opakujte s tim, Ze zatiZzenou ldhev s dusikem vhodite do vody. Pozor,
vyparovéni je v tomto piipadé rychlejsi, takZze od kbeliku radéji spéchejte. Tuto
demonstraci je vhodné délat na konci ,,pfedstaveni “ — je nutny otevieny prostor,
nedé€lejte v uzavienych mistnostech!

4 7ZmenSovani objemu plynu pri ochlazovani

4.1 Balonkova taska a magické ruce

Pomucky: Vét$i misa (napf. saldtovd), gumovy balének.

Provedeni: Nafouknéte balének, dejte do misy a polijte ho dusikem. Bal6nek se
za¢ne smrstovat. Po vyjmuti z misy se zane opét nafukovat.

Vysvétleni: Vzduch (z nejvétsi ¢asti dusik a kyslik) v balénku se ochladi a vy-
znamné zmens$i svlij objem aZ oba plyny skondenzuji (kyslik kondenzuje pfi
182,95 ° (90,20 K), tj. o zhruba 13 °C vySe nez dusik). Po zahfivani zpét na
pokojovou teplotu nabyva zpét svého ptivodniho objemu.

Dodatek: Balonek miZete nechat v mise a mezitim délat dalsi pokusy, balének se
bude nafukovat aZ po chvili. V§imnéte si, Ze plyn v balénku se ochlazuje daleko
rychleji neZ pevnd télesa. Vezmete-li balének opatrné do rukou, bude nabyvat
puvodni objem mnohem rychleji.

4.2 Zmuchlana PETka

Pomiicky: Vétsi misa, PET ldhev.
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Provedeni: Peclivé uzaviete PET ldhev, dejte do misy a polijte ji dusikem. Lahev
se zacne deformovat, jako kdyby byla vysdvana vyvévou.

Vysvétleni: Jak vzduch v 1dhvi kapalni, smrStuje se a tlak okolni atmosféry PET
ldhev deformuje.

4.3 Nasati kondomu

Pomucky: Erlenmayerova barika (vétsi), gumovy balének ¢i kondom.
Provedeni: Na baiku nasadte balének a ponoite do dusiku. Balének je nasdvan
do bariky.

Vysvétleni: Vzduch v barice zmenSuje sviij objem a vnéjsi atmosféra tak balének
vhéni dovnitf.

Dodatek: Uzijete-li vétsi kadinku a kondom (kvili navléknuti na Siroké hrdlo), je
efekt vetsi.

5 Leidenfrostuv jev

5.1 Kapky na podnosu

Pomiicky: Kovovy podnos.

Provedeni: Vylijte trochu kapalného dusiku na kovovy (,,stfibrny*) podnos — dusik
se rozpadne do mnoha ,,tancujicich® kapek.

Vysvétleni: Kapky kapalného dusiku oddéluji od stolu, ktery je pro né velmi
,horky*, prekotné vznikajici pary dusiku. Tyto pary jsou o mnoho chladnéj$i nez
samotny stil, proto se kapky nevypaii po pomérné dlouhou dobu. Jejich volny
pohyb je dan tim, Ze pohyb kapek po dusikovych pardch velmi G¢inné eliminuje
tireni (podobné jako vzduchovy polstar u vznasedel). Jev je analogicky jevu, kdy
kapka vody vydrzi na rozpélené plotynce také pomérné dlouho ,,tancovat® (ka-
palnou vodu oddéluje od velmi horké plotny para, jejiZ teplota je o dost niZ8i nez
teplota plotny). Tomuto jevu se fika Leidenfrostiv jev. P€kné je pfimé srovnani
chovani vodnich kapek na rozpalené panvi a dusikovych kapek na hladkém stole.
Dodatek: Nejlépe je vidét piimo, ale pro vétsi tfidy lze pouZzit i kvalitni vizualizér
¢i webkameru a promitat pies dataprojektor na velké platno. Neni-li podnos, 1ze
pozorovat i na hladkém stole ¢i hladké podlaze (pozor, pfili§ mnoho kapalného
dusiku nedéla dobfe dyham a né€kterym druhdm lin, ale pokud se na né dusik
vyléva vZdy pouze v malém mnoZstvi, nestaci se prakticky viibec ochladit).
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5.2 Krida a setrvacnost

Pomiuicky: Kfida, rovny pecici plech nebo rovny (Cisty a odolny) stdl.
Provedeni: Ponofte asi na 1,5 min kiidu (¢im je pdrovitéjsi, tim 1épe) do kapalného
dusiku, pak ji polozte na podlozku a lehce do ni cvrnknéte ve vodorovném sméru.
Kfida se chvili bude pohybovat prakticky bez teni.

Vysvétleni: Vyparovani dusiku zptisobuje mirné nadnaseni kiidy — kiida se pak
pohybuje jako na vzduchovém (dusikovém) polstafi. Takto 1ze pkné (tfebaze jen
po pomérné kratkou dobu) ilustrovat Princip setrvacnosti (= 1. Newtonav zdkon).
Dodatek: Pokud pokus délite na pecicim plechu, je dobré jej trochu nahfat —
proud dusiku z kiidy je pak intenzivnéj$i. V takovém piipadé je ale dobré nechat
kiidu v dusiku o néco déle, aby dusik nevyprchal pfili§ brzy.

5.3 Plovouci zledovatélé bubliny

Pomiuicky: VEtsi nizkd krabice nebo pekac¢ (vyska min 5 cm, radéji o néco vice,
idedlni polystyrénov4, napt. z obalu nové pracky), bublifuk.

Provedeni: Rozlijte dostate¢né mnozstvi kapalného dusiku do krabice a foukejte
nad ni bubliny. Bubliny néjakou chvili ,,plavou na mlze* a pokud neprasknou,
zledovati.

Vysvétleni: Pary stoupajici z rychle se vypatujici dusikové kapaliny udrzi bubliny
v urcité vysce, tj. bubliny se vznasi na pardch dusiku a zéroven se rychle ochlazuji.
Vzhledem k tomu, Ze hlavni sloZkou bublin je voda, dojde k jejimu zmrznuti
v tomto tvaru.

Dodatek: Je-li krabice papirova, miiZete na jeji dno pro jistotu dat jesté napt. pecici
plechy, ale neni to nezbytné nutné. Je tieba vyzkouset bublifuk, jehoz bubliny tak
snadno nepraskaji (komer¢ni bublifuky netvofi zrovna odolné bubliny — Iépe si
namichat vlastni medicinu, napiiklad tim, Ze do komercniho bublifuku budete
opatrné pridavat glycerin a jar).

6 Experimenty s kapalnym kyslikem

6.1 Zkapalnovani vzduchu

Pomucky: Gumovy bal6nek, vétsi Erlenmayerova barika.

Provedeni: Ponorte prazdnou banku s balonkem nasazenym na hrdle do kapalného
dusiku (zhruba na 5 min). Po vyjmuti bariky lze na dn€ zaznamenat kapalinu.
Vysvétleni: Ze vzduchu se vysrazi nejen dusik, ale rovnéz kyslik.
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Dodatek: Vodni pédra obsazend ve vzduchu pfi tak nizkych teplotich mrzne na
led, kyslik tuhne zhruba pfi -219 °C. Cim vétii baiika (Ize pouZit i velky poutovy
balének), tim vice kapalného vzduchu v ném bude.

6.2 Dabelské kapky

Pomucky: Stojan, plechovka 0,5 1 (od ndpoje), sirky, lih, kousek hadiiku.
Provedeni: Upevnéte plechovku na stojan tak, aby jeji osa svirala se svislici thel
zhruba 30°. Nalijte do plechovky dusik a pockejte, aZ se na spodu plechovky
zacnou vytvéret kapky kysliku. Nechte kapky skapédvat na hotici hadiik. Pfi kazdé
kapce se hadfik vice rozhofi.

Vysvétleni: Hofeni potfebuje ke svému pribéhu kyslik. Pfi horeni se kyslik ze
vzduchu spotfebovava a vznikaji zplodiny — vysledny plamen tak ma méné kysliku.
Kapalny kyslik je doddvan plamentim piimo.

7 Viditelné pary

7.1 Kour z nosu

Pomucky: Susenka neobsahujici mnoho vody (napf. piskot).

Provedeni: Pokud suSenku kratce namocite do dusiku a se zavienou pusou rozkou-
Sete, pijde vdm z nosu ,.kour*.

Vysvétleni: Kapalny dusik se nasdkne do suSenky a po vyjmuti se okamzité
zacne vyparovat, dusikové pary jsou chladné a ochlazuji vodni péary, které jsou ve
vydechu pfitomny. Onim ,,.koufem* jsou pak vodni pary zviditelnéné vysraZenymi
kapic¢kami, jde tedy o mlhu.

Dodatek: Je lepsi mit vlhko v puse — naptiklad se pred pokusem napijte. SuSenku
nenechévejte v dusiku dlouho, abyste ptfedesli ,,popéleni* jazyka, polykejte az
kdyZz suSenka prestane ,,pdlit* (jinak radéji vyplivnéte).

7.2 ,,Diskopara‘

Pomucky: Vys$§i odmérny vilec, horkd voda (resp. voda z kohoutku + varnd
konvice).

Provedeni: Nalijte kapalny dusik do odmérného vélce zpola naplnéného horkou
vodou. Vznikne pfekotnd tvorba chladné mlhy.

Vysvétleni: Jde o vétsi obdobu vyse uvedeného. Kapalny dusik se zacne pri styku
s o mnoho teplejsi vodou urychlené vyparovat (teplotni rozdil je bezmédla rozdil
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300 °C), péry dusiku ochlazuji vodni pary, kterych je nyni velké mnozstvi a které
za normdlnich okolnosti nejsou vidét, a srazi je.

Dodatek: Neni nutné mit odmérny vélec, staci i hrnicek ¢i sklenicka (pozor a
prasknuti), nicméné v odmérném valci je efekt velmi pékny. Vody s trochou
dusiku se Ize i napit (pdra z nosu), ale je nutnd velkd opatrnost, protoZe ¢ast vody
muzZe byt velmi chladnd a ¢ast vody je velmi horkd a je zde moznost popaleni si
travici trubice. Rovnéz piekotné se vyparujici kapalina v travici trubici ¢i dokonce
v Zaludku nemusi byt kazdému piijemna.

7.3 Hrnecku var

Pomucky: VEtsi nddoba (kbelik, misa, ...), horkd voda, vét§i mnozstvi piipravku
na myti nddobf ¢i ndpli do bublifukd.

Provedeni: Nalijte kapalny dusik do kbeliku a potom soucasné s dvojndsobnym
mnoZzstvim horké vody chrstnéte do kbeliku i bublifuk. Nastane mlZzny vybuch a z
kbeliku se vyvali bubliny naplnéné mlhou.

Vysvétleni: Prakticky stejné jako v predchozim.

Dodatek: Nenaklanéjte se nad kbelik, mohli byste se opafit. Piipravte si hadr a
kbeliky na vytirani podlahy :-)

7.4 Velka bublina na mise plné pary

Pomucky: VEtsi nddoba (kbelik, misa, ...), horkd voda, véts§i mnozstvi piipravku
na myti nadobi ¢i naplné do bublifukd.

Provedeni: Nalijte kapalny dusik do odmérného vélce zpola naplnéného teplou
vodou. Vznikne prekotnd tvorba chladné mlhy.

Vysvétleni: Kapalny dusik se zacne pfi styku s o mnoho teplejsi vodou urychlené
vyparovat, pary dusiku jsou ale velmi prosyceny kapickami dusiku a hlavné vody,
které je d€la viditelnymi (koufr).

Dodatek: Neni nutné mit odmérny vélec, sta¢i 1 hrni¢ek ¢i skleni¢ka (pozor a
praskuti), nicméné v odmérném vélci je efekt velmi pekny. Vody s trochou dusiku
se lze i napit (para z nosu), ale je nutnd velka opatrnost, protoZe voda muizZe byt
velmi chladnd a je zde moZnost popéleni si travici trubice. Rovnéz prekotné se
vyparujici kapalina v trdvici trubici ¢i dokonce v Zaludku nemusi byt kazdému
pfijemna.
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8 Ruzné dalsi

8.1 Dusik v mikrovince

Pomucky: 4 stejné kalisky, voda, mikrovlnna trouba.

Provedeni: Do dvou kaliskt dejte dusik a dva napliite vodou. Jeden po jednom
kaliSku z dusikem a s vodou umistéte do mikrovlnné trouby — voda se ohteje, dusik
nikoli. Srovnejte.

Vysvétleni: Molekula vody je polarni a mikroviny maji tu spravnou frekvenci na
snadné rozkmitani ji. Dusikové molekuly polarni nejsou.

8.2 Zamrznuti pole

Pomiucky: Magnet, vysokoteplotni supravodic.

Provedeni: Ochladite-li vysokoteplotni supravodi¢ pod tzv. kritickou hodnotu,
vykazuje zvlastni jev ,,zamrznuti magnetickych indukcnich car. Do takového
magnetického pole miZeme umistit valcové symetricky magnet, ktery nejenze
zUstane v dané poloze, ale v této poloze se milize otacet prakticky bez tfeni (pouze
odpor vzduchu).

Vysvétleni: Vysvétleni neni tuplné jednoduché, podivejte se napiiklad na
http://www.fzu.cz/popularizace/supravodivost—a-levitac
e.
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Mnohostény

Ivana Machacikova, Josef Molnar
Gymndzium Zlin — Lesni ¢tvrt, machacikova@gymzl.cz
Univerzita Palackého v Olomouci, josef.molnar@upol.cz

V tvodni geometrické Casti pracovni dilny (workshopu, modulu, projektu) se
sezndmime s informacemi souvisejicimi s pojmem mnohostén, pfipadné si je
procvic¢ime:

Mnohostény

* mnohostén je chapan jako ¢ast prostoru ohrani¢ena konecnym poctem ro-
vinnych mnohothelnika.

* Geometricky utvar nazveme konvexni, pravé kdyz lze libovolné dva jeho
body spojit useckou, jejiz kazdy bod ndlezi danému geometrickému utvaru.
Mnohostén je konvexni, je-li prinikem vSech svych opérnych poloprostort,
pfi¢emZ hrani¢ni rovinou opérného poloprostoru se rozumi rovina, v niz lezi
sténa daného mnohosténu.

* Eulerova véta (Leonhard Euler, 1707-1783): V kazdém konvexnim mno-
hosténu plati
s+v—h=2,

kde s je pocet stén, v poclet vrcholii a A pocet hran daného konvexniho
mnohosténu. (Cviceni: Naleznéte nekonvexni mnohostény spliujici (ne-
spliiujici) uvedeny vztah. Dokazte, Ze v konvexnim ctrnictisténu s deviti
vrcholy vychdzi aspoii z jednoho vrcholu aspoii 5 hran.)

* Platénovym télesem (pravidelny mnohostén, PT) (Platén, 427-347 pf. n.
1.) nazveme konvexni mnohostén ohrani¢eny shodnymi pravidelnymi kon-
vexnimi rovinnymi mnohothelniky (p-thelniky), pfi¢emz z kazdého jeho
vrcholu vychdzi tyZ pocet hran (valence vrcholu - ¢). (Cviceni: DokaZte,
Ze existuje pravé pét PT. Demonstrujte princip duality PT. Urcete pocty
rovin soumérnosti vSech PT. Na kolik ¢asti se PT rozpadnou, provedeme-li
vSechny tyto fezy soucasné? Kolik prvki maji grupy zakrytovych pohybi
PT?)

* V pythagorejském pojeti svéta (Pythagoras ze Samu, okolo 570 pf. n. 1.)
predstavuji PT symboly péti Zivli: vzduch — oktaedr, zemé — krychle, oheti —
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tetraedr, voda — ikosaedr, universum — dodekaedr). Keplerovym kosmickym
pohdrem je nazyvina kosmologicka teorie, v niZ Johanes Kepler (1571-
1630) predpoklddal, Ze se tehdy zndmé planety pohybuji po kruZnicich na
sférach, mezi n€z lze vlozit (opsat a vepsat) PT takto: mezi sféru Merkuru a
Venuse oktaedr, Venuse a Zemé ikosaedr, Zemé a Marsu dodekaedr, Marsu
a Jupitera tetraedr a kone¢né mezi sféry Jupitera a Saturnu krychli.

Deltatopy ziskdme, vynechdme-li v definici PT poZadavek na stejnou va-
lenci vrcholl a za mnohouhelniky budeme povazovat jen trojihelniky. Exis-
tuje praveé 8 deltatopa.

Archimédova télesa (polopravidelné mnohostény) (Archimédes ze Syra-
kus, 287-212 pf. n. 1.) Ize vytvofit z PT odfiznutim vrchold nebo hran tak,
aby vznikly pravidelné shodné konvexni mnohouhelniky.

Hvézdicovité pravidelné mnohostény dostaneme, vypustime-li v defi-
nici PT podminky konvexity.

Antiprisma (antihranol) se nazyvd mnohostén, ktery ma dvé protilehlé
stény (podstavy) tvofené shodnymi pravidelnymi n—ihelniky a ostatni stény
jsou shodné rovnoramenné trojihelniky.

x | Nazev deltatopu v |h |s |[q=3|/q=4|q=5
1. | Ctyfstén 4 |6 |4 |4 0 0

2. | dvojity Ctyfstén 519 |6 |2 3 0

3. | osmistén 6 (128 |0 6 0

4. | dvojity pétiboky jehlan | 7 | 15 | 10 | O 5 2

5. | siamsky dvandctistén 8 [ 18|12 ]0 4 4

6. 9 |21|14|0 3 6

7. 1024 116 |0 2 8

8. | dvacetistén 12 130|200 0 12

Tabulka 1: Deltatopy

V chemii se s mnohostény setkdvame zejména v souvislosti s tvary krystali a také
pfi studiu prostorového usporadani molekul.
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Krystaly

* Krystal je pfirozené vzniklé téleso vyznacujici se pravidelnym geometric-
kym tvarem a rovinnymi plochami. Plochy krystalt i jimi proloZené roviny
charakterizujeme pomoci tfi os a usekl a,b, ¢, které na nich krystalové
roviny vytinaji.

Vnitini stavba (struktura) krystali je dana uspofddanim nejmensich stavebnich
¢astic (tj. atomd, iontd ¢i molekul). Vnéjsi tvar a soumérnost krystalu nerostu
jsou odrazem jeho vnitini stavby. Krystaly mohou byt soumérné podle rovin, os a
stfedu soumérnosti.

* Rovina soumérnosti rozdéluje krystal na dvé zrcadlové stejné Casti.

* Osa soumérnosti je myslend pfimka vedend stfedem krystalu. Pfi otdceni
kolem této osy o 360° se krystal opétovné dostiva do polohy shodné s
vychozi pozici. Podle toho, kolikrat se pfi otoceni o cely kruh docili shoda
s vychozi polohou, rozezndvame dvojcetné, trojCetné, Ctyicetné a Sesti¢etné
0Sy soumernosti.

* Krystal ma stred soumérnosti, pokud kazda jeho plocha mé odpovidajici
protiplochu. (Protiplocha je shodnd a rovnobéznd s vychozi plochou a je
otocend kolem mySleného stiedu o 180 °.)

* Uvedené prvky soumérnosti se na krystalech vyskytuji v urcitych kombi-
nacich, existuje 32 moznych kombinaci prvki soumérnosti. Kazda z téchto
kombinaci je charakteristicka pro jedno krystalové oddéleni, krystalovych
oddélenti je tedy 32. Krystalova oddéleni se rozdéluji do sedmi krystalovych
soustav. Kazda krystalova soustava ma tzv. holoedrické oddéleni, které ma
maximalni moZnou symetrii v dané soustavé.

Podle symetrie mizeme krystaly rozdélit do nasledujicich sedmi krystalovych
soustav: trojklonna (triklinickd), jednoklonna (monoklinickd), kosoctverecna
(rombickd, obr. 1), ¢tverecna (tetragondlni), Sestere¢na (hexagondlni, obr. 2),
klencova (trigondlni, obr. 3), krychlova (kubickd, obr. 4).

Holoedrické oddé€leni krychlové soustavy ma nejvyssi moZnou symetrii ze vSech
32 krystalovych oddéleni. Pocet prvkil soumérnosti v tomto oddélenti je 23 — devét
rovin soumérnosti, tfi ctyicetné osy, Ctyfi trojcetné osy, Sest dvojcetnych os a stfed
soumérnosti.

121



A AL

Obrézek 1: sira Obrazek 2: apatit Obrazek 3: kalcit Obrazek 4: halit

z | a+ b | tvar molekuly priklad
41 4+0 | tetraedr CH,4

4 | 3+ 1 | trigondlni pyramida NH;

5| 540 | trigondlni bipyramida PCl;

5 | 4+ 1 | nepravidelny tetraedr SF,

6 | 6+0 | oktaedr SFg

6 | 5+ 1 | ctvercova pyramida BrF;

7 | 7+ 0 | pentagondlni bipyramida | IF7

Tabulka 2: Priklady prostorového usporadani jednocentrickych molekul.

Tvary molekul

Geometrické usporadani jednocentrickych molekul 1ze popsat pomoci metody re-
pulze valenénich elektronovych pard (metoda VSEPR). Tato metoda pfedpoklada,
Ze volné i vazebné elektronové péary se okolo centrdlniho atomu uspotddaji tak,
aby jejich vzdéalenost byla maximalni. V kazdé molekule, jejiZ prostorovy tvar
uréujeme, oznacime: a — pocet o vazeb, b — pocet volnych elektronovych pard
centrdlniho atomu, z — soucet po¢tu o vazeb a volnych elektronovych part cent-
ralniho atomu, tedy z = a + b. V disledku odpuzovani elektronovych pari je pro
z = 2 molekula linearni, pro z = 3 ma molekula tvar rovnoramenného troj-
thelniku. Pro vét$i hodnoty z mohou mit molekuly tvar mnohosténu. Ptiklady
téchto tvart jsou uvedeny v tabulce €. 2.

S PT se setkdvame i u molekul nékterych prvka, napt. molekula bilého fosforu P,
m4 tvar pravidelného Ctyfsténu, molekula boru Bi; m4 tvar pravidelného dvace-
tisténu. Tvar mnohosténti maji i molekuly fullerend, napf. molekula fullerenu Cg
ma tvar fotbalového mice (Archimédovo téleso, obr. 5).

V ramci pracovnich dilen vyrabime se Zaky model ,,nekone¢ného nekonvexniho
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mnohosténu‘ — m¥iZe, jejiz vSechny stény jsou shodné rovnostranné trojihelniky
a zkazdého vrcholu vychdzi 7 hran. Sestavovand mfiz se sklad4 z ikosaedra propo-
jenych ,tunely*, pfiCemz tunel tvoii pravidelny oktaedr, tedy trigondlni antiprisma.
Z4jemci se mohou sezndmit i s teoretickym podkladem ve formé zjednodusenych
poznatki z topologie.

Poincarého zobecnéni Eulerovy véty

Pro mnohostény plati
s+v—h=2-=2r, (1)

kde r je (topologicky) rod plochy. Zjednodusené lze fici, Ze hodnota rodu plochy
je rovna poctu v ni existujicich ,,priichodii®, viz obr. 6.

Vzhledem k tomu, Ze jedna hrana mnohosténu je spojnici dvou vrcholti a souc¢asné
prisecnici dvou stén, plati vztah

ps = 2h = qu.

Uzitim substituci h = %ps av = % dostavdme z (1) vztahy

—1 —1 —1
b g P =1 Cs=4 q(r—1) R pg(r—1) )
pqg —2p — 2q pq — 2p — 2q pq —2p — 2q
Pror =0z (1) vyplyva, Ze

1 1 1 1 1

o= >
p p 2 h 2
Z (2) pror = 0pomoci jednoduchého tabulkového procesoru ukaZzeme, Ze existuje
pravé pét Platonovych téles, a to vySetfenim ,,vSech* moznosti pro v, s a h.
Pror = 2 z (1) dostdvame

1 1

1 1
P P 2

Uzitim tabulkového procesoru na (2) ziskdme pro akceptovatelné hodnoty v, s a
h nejvyse 11 moznosti, které si zasluhuji nasi pozornost.

Mfrize z pravidelnych mnohosténu rodu 2 (,,nekone¢né mno-
hostény*)

Je vSak jeSté potfeba ukdzat, Ze existuji konkrétni priklady pro vSechny uvedené

moZnosti, viz napt. [4]. Vytvoiime si spole¢né aspon miiz 1. druhu , viz obr. 8.

123



druh ([p|lq|Vv |[s |h |x

1. 317 |12 |28 | 42 | ikosaedr + 2 oteviené antihranolové tunely
2. 3 (8|6 |16 24 | oktaedr + 2 oteviené antihranolové tunely
3. 4158 | 10 | 20 | krychle + 2 oteviené krychlové tunely

4. 31914 |12] 18 | tetraedr + 2 oteviené antihranolové tunely
5. 4164 |6 | 12| krychle + 1 otevieny krychlovy tunel

6. 5154 |4 |10 | oteviené pentagondlni téleso dudlni samo k sobé&
7. 6 (46 |4 | 12| dudlnikS5.

8. 9(13]12|4 | 18 | dudlnik 4.

9. 51410 |8 |20 | dudlni k 3.

10. 8(3]|16|6 |24 | dudlnik 2.

11. 71312812 |42 | dudlnik 1.

Tabulka 3: Prehled pravidelnych mnohostént rodu 2

Obriazek 5: fulleren Cg

Obrazek 6: objekty rodu 2

124




Obrazek 7: molekula SF¢ Obrazek 8: miiz 1. druhu
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O zalibé v ¢islech
Lubos Pick

katedra matematické analyzy MFF UK, pick @karlin.mff.cuni.cz

Podékovani za inspiraci. K tomuto zamyS$leni mé inspirovala Pavla Hofmanov4,
kterda mi kdysi sdélila, Ze jejim oblibenym cislem je 36.

Ponékud nesouvisly pokus o avod

Zatneme jednim zndmym bonmotem.
Na svété existuji tri typy lidi: ti, kteri dovedou pocitat, a ti, kteri pocitat nedovedou.
Muzeme ovsem pridat i jeden dosud zcela nezndmy bonmot.

Na svété existuje 41 typit lidi: ti, kteri maji néjaké Cislo natolik v oblibé, Ze jej
pouZiji pri kaZdé prileZitosti, a ti ostatni.

Predchézejici motto je samoziejmé naprostd hloupost, ale pii troSe pozornosti
odtud muzete zjistit oblibené Cislo autora tohoto prispévku. K odiivodnéni této
volby se jesté vratime. Koneckonct, vSechna pfirozend ¢isla jsou zajimava, tak
proc¢ ne zrovna 41.

Byl pronesen vyrok, Ze vSechna pfirozena Cisla jsou zajimavd. My matematikové
ale musime vSechna sva tvrzeni dokdzat. Tedy:

Véta 1. VSechna prirozend Cisla jsou zajimavd.

Diikaz. Predpokladejme pro spor, Ze tvrzeni véty neplati. To znamend, Ze existuje
alespori jedno ptirozené Cislo, které neni zajimavé. Pak ale nutné existuje nejmensi
nezajimavé prirozené Cislo. Takové Cislo je pak nejmensim pfirozenym ¢islem s
Jistou pozoruhodnou netrividlni vlastnosti. To jej ¢ini zajimavym. Dostavame spor.
Tim je tvrzeni dokdzano. 0J

Nyni se obratime do historie a podivame se na nékolik pfikladi oblibenosti ¢i ne-
oblibenosti nékterych konkrétnich ¢isel. Prvni priklad je z oblasti vysoké politiky.

Byvaly prezident Spojenych statti americkych pan Ronald Reagan a jeho Zena
Nancy si nechali zménit adresu svého domu ze St. Cloud Road 666 na St. Cloud
Road 668, a to na zdkladé piesvédcenti, Ze 666 je ddblovo Cislo.
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Milovnici podobné mystiky maji pro své ndzory na povahu ¢isel vZdy po ruce
obdivuhodnou zdsobu podpirnych argumentti, nicméné pohled lidstva na to, které
islo pochdzi od débla, proSel jistym vyvojem. Kupiikladu v dievnich dobéch
starych Kelti byla za dédblovo &islo povazovédna devitka. Tento fakt se odrazi
napiiklad v textu prastaré pisné The Devil’s Courtship, ve které si dabel namlouva
divku pomoci predmétii opfedenych devitkou, zde je mald ukazka:

I’ll buy you a braw snuff box
Nine times opened, nine times locked
If ye’ll gang alang wi’ me m’dear, if ye’ll gang alang wi’ me?

You can hae your braw snuff box
Nine times opened, nine times locked
For I'll never gang wi’ you m’dear, I’ll never gang wi’ you.

I’ll buy you a silken goon
Wi’ nine stripes up and nine stripes doon
If ye’ll gang alang wi’ me m’dear, if ye’ll gang alang wi’ me?

A tak ddle. Jestli chcete védét, zda divka nakonec podlehne, miiZete se zaposlouchat
do Ceské verze této skladby (Ddblovy ndmluvy, Cesky text Jan Lastovicka), ktera
zacina takto:

Svou kréasnou pistalku ti dam,
hraje devét tonti na devét stran,
kdyZ ptijde$ se mnou, lasko ma,
a kdyZ mé budes chtit ...

Své oblibend ¢isla zpopularizoval v roce 1994 také americky recesista a provokatér
Roger Schlafly. Podaril se mu kousek vpravdé husarsky, ziskal totiz patent Spoje-
nych statti americkych (pfesnéji feceno patent ¢islo 5373 560) na dvé prvocisla, a
sice konkrétné na Cisla
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7,994,412,097,716,110,548,127,211,733,331,600,522,933,
776,757,046,707,649,963,673,962,686,200,838,432,950,239,
103,981,070,728,369,599,816,314,646,482,720,706,826,018,
360,181,196,843,154,224,748,382,211,019

Obrazek 1

103,864,912,054,654,272,074,839,999, 186,936,834, 171,066,
194,620,139,675,036,534,769,616,693,904, 589, 884,931,513,
925,858,861,749,077,079,643,532,169,815,633, 834,450,952,
832,125,258,174,795,234,553,238,258,030,222,937,772,878,
346,831,083,983,624,739,712,536,721,932,666, 180,751,292,
001,388,772,039,413,446,493,758,317,344,413, 531,957,900,
028,443,184,983,069,698,882,035,800,332, 668,237, 985,846,
170,997,572,388,089

Obrazek 2

Tento priklad nds nendsilnou formou uvadi do svéta legislativy a predstavuje pro
nds jisté varovani, abychom se nedostali na Sikmou plochu. Uvedend dvé ¢isla totiz
podle zdkona nyni patii panu Schlaflymu a bez jeho svoleni s nimi nikdo nesmi
pracovat! Davejte si tedy dobry pozor na to, abyste je nékdy omylem k néfemu
nepouzili! Predpokldddm, Ze pan Roger Schafly chtél nejspiS pouze poukdzat
na tupost americké legislativy a pravdépodobné by nds k soudu nepohnal ani

kdybychom si kuptikladu jeho dvé &isla pro radost mezi sebou vyndsobili, ale kdo
vi.

Jiné pozoruhodné mystické ¢islo se mozna skryva v takzvaném Richardové para-
doxu, ktery vroce 1905 objevil francouzsky matematik Jules Richard (1862—-1956).
Po jistych tpravach a hlavné diisledné domestikaci bychom jej mohli zformulovat
nésledujicim zpisobem.

s

Nékteré ceské slovni ttvary a gramatické véty definuji néjaké Cislo, zatimco jiné
nikoli. Napfiklad vyraz rok ndstupu Ferdinanda I. Habsburského na cesky trin
definuje ¢islo 1526, zatimco slovni spojeni historicky vyznam Habsburkii na ces-
kém truné zadné Cislo nedefinuje. Nyni si tedy mizZeme poloZit otdzku, které ¢islo
definuje nésledujici slovni spojeni: nejmensi prirozené cislo, které neni moziné
Zddnym zpiisobem definovat pomoct ceského slovniho titvaru obsahujictho menst
pocet slov neZ dvacet?

Odpovéd na tuto otdzku se hledd obtizné, nebot at’je toto ¢islo jakékoli, pravé jsme
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jej definovali pomoci ¢eského slovniho ttvaru o pouhych devatendcti slovech.

Richardliv paradox znamenal vyznamy piinos k vyvoji logiky a zejména proble-
matiky vyroki odkazujicich se na sebe sama.

Mezi kategoriemi Cisel, kterd patfila vZdy k Siroce oblibenym a vybizela k roz-
licnym hratkdm, rozhodné nelze pominout ¢isla palindromatickd. MoZnosti je
skutec¢né prehrsel. Nejmensi palindromatické ¢islo obsahujici vSech deset Cislic je
samoziejmé

1023456789876543201.

NejmensSi palindromatické prvocislo obsahujici vSech deset Cislic je ovSem
1023456987896543201.

Palindromatické Cislo 323323 je soucinem péti po sobé jdoucich prvocisel 7, 11,
13, 17 a 19, a navic je rovno souctu

17 +22+3%+47 +5° +6°+ 7' + 8"+ 9°.
Soucet druhych mocnin prvnich deviti lichych ¢isel je roven 969. Plati
1234321 = 11* - 101%.
Nebo

1111 = 112 + 122 + 132 + 142 + 152 + 16

A nebo také
11111111 = 1234567 -9 + 8.

A jesté
2-22.222-2222
2:2-2-2
Predstavte si, Ze palindromatické ¢islo 134757431 spliiuje:

= 1356531 = 11 - 123321.

=1"+ 22+ 3B +4°+5'+6°+ 7 +8 +9°
=1"+2°+3%+4' +5°+ 6" + 72 + 87 + 9°
=17+ 2 + 3"+ 42+ 5% +6° + 7' + 87 + 9°.

PovSimnéme si, Ze kazda Cislice se vyskytuje vZdy pravé jednou jako zdklad a

pravé jednou jako exponent. To jsou véci. Dokazte si v duchu pro radost, Ze kazdé
palindromatické Cislo o sudém poctu Cislic je délitelné 11. A tak dale.
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A co tfeba megalomani? Ti maji jisté v oblibé hodné velkd cisla.

PoloZme si otazku, jak vyrobit snadno a rychle opravdu hodné velké ¢islo? MoZna
by se mohly hodit nékteré zvlasté vhodné posloupnosti. Nékteré posloupnosti totiz
rostou opravdu rychle, takZe by mohlo stacit vzit néco jako desetitisici clen hodné
rychle rostouci posloupnosti, a moZna bychom mohli obdrZet néjakého poradného
macka. Tak tfeba posloupnosti {n*} nebo {n3} rostou docela rychle. Jest& lepsi je
{n!}. Jest& o néco rychlejsi je {n"}.

Kam se ovSem vSechny tyto posloupnosti hrabou na posloupnost Ackermannovych
¢isel. Zavedeme nejprve symbol m 1 n. Podobné jako mn =m+m +---+m
(n kopif), oznac¢ime

mtn=mm---m (nkopii)

mMn=m7Tm---1Tm (nkopii)

mttn=m1trm--- 11 m (nkopii)

m Mt n=mItTm--- 11T m (nkopii)

a tak dale. Takto vyzbrojeni definujeme n-té Ackermannovo cislo podle modelu
LT, 2112, 31113, 411114,
Prvni Ackermannovo ¢islo je rovno 1. Druhé Ackermannovo ¢&islo je rovno
2M2=212=4.
Treti Ackermannovo &islo je rovno
35

kde pocet trojek je roven 3% = 7625597484987. Maite predstavu, jak velké je
&tvrté Ackermannovo &islo? Vedle této posloupnosti vypadd posloupnost {n"}
podobné, jako kdybychom se pfihldsili na zdvody Formule 1 na kolobéZce.

Zapomnéli jsme na praktické megalomany. Mezi milovniky velkych ¢isel se na-
chazeji jisti specificti Stouralové, ktefi nam feknou, Ze Ackermannova posloupnost
neni k ni¢emu dobra. A postavi nas pfed vskutku zajimavy problém: jaké je nejvétsi
¢islo s urcitym dobre definovanym vyznamem v matematice?

Historie zna nékolik nazorl na tuto filosofickou otazku. V roce 1937 prohlasil
britsky matematicky velikan Godfrey H. Hardy (1877-1947), Ze pravdépodobné
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Ys w2

nejvetsi Cislo, které kdy mélo néjaky prakticky vyznam, je takzvané Skewesovo
cislo
101034

Toto &islo vzniklo v souvislosti s vyzkumem funkce 7(x), kterd uddva pocet
prvocisel mensich nez dané ¢islo x. Konkrétné §lo o srovnani funkce m(x) a
funkce logaritmického integralu Li(x) definované pfedpisem

vdt
Li(z) = Lt
JiZ Gaussovi bylo zndmo, Ze
m(z) ~ Li(z),
Jinymi slovy
. 7(z
i Li((a:))

tedy Ze hodnoty obou funkci se k sobé pro velkd x bliZi. Dlouho ale nikdo nebyl
schopen rozhodnout, kterd z t€chto dvou funkci je vétsi. Snadno lze spocitat, Ze pro
mald pfirozend &isla x prevazuje funkce Li(z). Britsky matematik John Edensor
Littlewood (1885-1977), Hardytlv soucasnik a kolega, ale uz v roce 1914 dokazal,
Ze tomu tak neni pro vSechna c¢isla, presnéji feceno, Ze jednou se karta obrati.
Littlewood dokazal, Ze existuje néjaké (asi dost velké) pfirozené Cislo ng takové,
Ze m(n) > Li(n) pro v8echna n v&t&i nez ny. Nevédél vsak, jak je toto &islo ny
velké. A pravé Littlewoodtv Zak, jihoafricky matematik Stanley Skewes (1899—
1988), v roce 1933 urcil pro tuto hodnotu horni odhad. Konkrétné dokazal, Ze za
predpokladu Riemannovy hypotézy je hornim odhadem Littlewoodova ¢&isla ng
hodnota

coz je priblizné vySe uvedené Skewesovo Cislo. Dluzno dodat, Ze v roce 1955 se
jiz Skewes dokazal obejit bez dodatecného predpokladu Riemannovy hypotézy.

Vada na krése tohoto pfistupu ale spocivd v tom, Ze Skewesovo cCislo predsta-
vuje pouze horni odhad hodnoty, u které zalind prevazovat funkce m(x) nad
funkei Li(z). TudiZ je mozné tuto hodnotu postupné zlepSovat (tedy pochopitelné
zmenSovat), zejména diky prekotnému vyvoji vypocetni techniky. Kuptikladu je
znamo, Ze jej lze s tispéchem nahradit podstatné mensi hodnotou 101167,
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A tim samoziejmé vznikd nova otdzka (mohl by ndm ji poloZit napiiklad prakticky
a zaroven skepticky megaloman): jaké je nejvétSi nezlepsitelné cislo obdafené
néjakym praktickym vyznamem?

TeZko tici, kazdopadné velmi nadéjnym kandidatem na tuto poctu by mohl byt

napiiklad tad grupy zvané monster simple group, jenz ¢ini pouhych

808017424794512875886459904961710157005754368000000000.

A ted’ Kk cislu 41

Mym oblibenym Cislem je 41. Je o néco vétsi nez Pavlino Cislo 36, ale zase je o néco
mens$i neZ tfeba Skewesovo ¢islo. Ma obliba této hodnoty prameni z néasledujiciho
tkolu.

Uloha: Najdéte alesponi jedno prirozené ¢islo n < 41 takové, aby
n® +n+41
nebylo prvodislo.

Mam zkuSenost, ze zadate-1i nékomu tuto dlohu, pak od n€j budete mit na chvilku
pokoj. VétSinou si nejprve projede prvnich par hodnot n v duchu, ti houZevnaté;si
si pak vezmou papir a tuzku a vesele pocitaji.

R4d bych poznamenal, Ze uvedené zadani je moji modifikaci ptivodni dlohy, ktera
pozadovala nalézt alesponi jedno prirozené Cislo n < 41 takové, aby

n? —n+41

nebylo prvocislo. A hlavné, Ze moje modifikace je mnohem lepsi nez ptivodni
uloha, protoZe ma pozitivni vyznéni. Pivodni dloha totiz zadné feSeni nem4,
zatimco moje ano. Polynom

n? —n+41

totiz davd pron = 1, ..., 40 nésledujici seznam hodnot:

41,43,47,53,61,71,83,97, 113, 131,
151,173, 197,223, 251, 281, 313, 347, 383, 421
461,503, 547,593, 641, 691, 743, 797, 853,911,
971,1033, 1097, 1163, 1231, 1301, 1373, 1447, 1523, 1601,
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a muZete mi vEfit (a nebo se presvédcit), Ze vSechna tato ¢isla jsou prvodisla.
Jedine¢ny ptivab ¢isla 41 ovSem spocivad v tom, Ze je to nejvétsi prirozené Cislo s
které jsou vsechny hodnoty polynomu

n?—n+k
pron =1,..., k — 1 prvocisla.

Jak se na to da prijit?

Zacneme v Gaussové komplexni roviné. Gaussovym celym c¢islem nazveme kazdé
komplexni ¢islo tvaru a + bi, kde a a b jsou celd (viz obr. 3).

° °® ® 2 ° °® °
LRy st
i e R
- —4.' —é -2 — @) 1 %) 4
° ° ° ° —f ° ° ° °
—2—i —1—i 1—i 2—-i 3-—i
o e e
Obrazek 3

Pro obycejnd celd ¢isla zndme néasledujici vétu.
Kazdé kladné nebo zdporné celé cislo lze jednoznacné zapsat ve tvaru soucinu
néjaké mocniny ¢isla (—1) a mocnin kladnych prvolisel.

7 wos

Podobné tvrzeni plati i pro Gaussova cela Cisla.

KaZdé nenulové Gaussovo celé Cislo lze jednoznacné zapsat ve tvaru soucinu
néjaké mocniny cisla i a mocnin kladnych Gaussovych prvocisel.

Zni to hezky, ale potiebujeme k tomu malickost: zjistit, co je to kladné Gaussovo
prvocislo. Odpovéd nalezneme na obr. 4.
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Obrizek 4

Vynésobime-li Gaussova kladna prvocisla néjakou mocninou ¢, dostaneme situaci

znazornénou na obr. 5.

Bude uzite¢né povSimnout si jistého rozdilu mezi Gaussovymi prvocisly a oby-
¢ejnymi prvocisly. Nékterd obycejnd prvocisla zistavaji prvocisly i v Gaussové
roving, ale jind nikoli. Napfiklad ¢islo 3 je prvocislem obycejnym i Gaussovym,
ale ¢isla 2 ¢i1 5 Gaussovymi prvocisly nejsou.

Polozme si otdzku, pro¢ neni &islo 2 Gaussovym prvocislem? Tentokrit je odpovéd’
velice snadnd: protoze

2=(1+)(1-i)=1-i>=1+1=2.
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Obrazek 5

Zkusme tedy néco tézsiho. Je nebo neni ¢islo 13 Gaussovym prvocislem? (Obrazek
tak daleko nesaha . ..)

Pfipomenime si nejprve zdklady moduldrni aritmetiky. Rekneme, Ze cislo m je
kongruentni ¢islu n modulo Cislo p, zapisujeme

m = n(mod p),

jestlize m — n je délitelné Cislem p.

Modularni aritmetiku pouziva denné kazdy. Pokud feknete doma, Ze se vratite
v pét, minéno pét odpoledne, tak jste pravé pouzili aritmetiku modulo 12. Jde tedy

o nesmirné praktickou zdleZitost.

V moduldrni aritmetice miZzeme s&itat a ndsobit. Pfiklady: 5 + 3 = 1(mod 7),
2.7 =2(mod 12).
Je-li p prvocislo, pak miiZzeme i délit a dokonce hovofit o zlomcich. Priklady:

2 3 2 3 4 5

23 226226 "=2 -=5 2=2 .
3 3,4 6,5 6,5 ) 5,6 (mod 7)

Zkuste si pro radost odpov&dét na otdzku, co je 1 (mod 7)?
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A my se zatim vratime k otdzce, zda je nebo neni ¢islo 13 Gaussovym prvocis-
lem. Vzpomeneme si na Wilsonuv test prvociselnosti, ktery pravi, ze ¢islo p je
prvocislem pravé tehdy, kdyz je

(p—1)!'=—1 (modp).
Odtud vyplyva, ze 13 déli ¢islo 12! + 1. Ale

120 +1=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12+ 1
=1:2-3-4-5-6-(=6) - (=5) - (—4) - (=3) - (=2) - (1) + 1
= (612 + 1= (62 —4* = (6! +1)(6! — ).

Cislo 13 tedy d&li sou¢in (6! + ) (6! — i) aniZ by délilo kterykoli z faktort (6! + 1),
(6! — 1), nebot’ pochopitelné jakykoli gaussovsky ndsobek t¥indctky musi byt tvaru
13a + 13bi. Odtud plyne, Ze Cislo 13 nemiiZe byt Gaussovym prvocislem. A ted
pozor: je-li a + bi kladnym Gaussovym prvocislem, které déli 13, pak totéZ musi
platit pro a — bi, takZe tfindctku také d&li jejich soudin (a + bi)(a — bi) = a® + b2
Trin4ctka tedy musi byt tohoto tvaru.

Nic ndm ovSem nebrani pravé provedenou tivahu zobecnit na libovolné obycejné
prvocislo. Obdrzime nésledujici uzite¢nou poucku.

Véta 2. (Obycejné) prvocislo p je moiné Gaussovsky faktorizovat prdavé tehdy,
kdyZ p + 1 neni ndsobkem cisla 4.

V podstaté jsme dokézali nasledujici vysledek, jenz je zndm jako Fermatova véta
o dvou ctvercich.

Véta 3. KaZdé (obycejné) prvocislo p je moziné zapsat ve tvaru souctu dvou druhych
mocnin prdvé tehdy, kdyZ p + 1 neni ndasobkem ¢isla 4. Tento zdpis je jednoznacny.

Pro nés je ovSem zajimavé hlavné to, jak se projevuje Fermatova véta ve svété
Gaussovych prvocisel. Mame

2=(1+4)(1—1i)=1*+1%
3 zlstava prvocislem,
5=(2+i)(2—1i)=2*+1%
7 zlstava prvocislem,
11 zGstava prvocislem,
13=(6+1i)(6—1i) = 3% + 2%,
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a schéma je jasné patrné.

S Gaussovymi prvocisly ov§em nevystacime. Dalsi krok za nas provedl Gausstv
zak Gotthold Eisenstein (1823-1852), jeden z proslulych matematikti, ktefi se
nedozili tficitky (do této kategorie patii déle tieba Evariste Galois, Niels Henrik
Abel nebo Raymopnd E.A.C. Paley, zatimco Srinivasa Ramanujan z ni unikl o
vlasek).

Eisensteinovym celym cislem nazveme kazdé Cislo tvaru a + bw, kde
w = (—1+4v/3)/2. Poznamenejme, Ze w je jednim ze tif kofend rovnice 2° = 1,
pfi¢em? zbylymi dvéma kofeny jsou 1 a w? = (—1 —iv/3)/2.

Zajimavé je, Ze Eisensteinova Cisla také oplyvaji vlastnosti jednoznacnosti pr-
vociselné faktorizace, podobné jako obycejnd cela Cisla €1 Gaussova cela Cisla.
Tentokrat ov§em musime pracovat se Sesti jednotkami, a sice +1, +w, +w?.

Véta 4. KaZdé nenulové Eisensteinovo celé Cislo Ize jednoznacné zapsat ve tvaru
soucinu mocnin ¢isel —1,w a mocnin kladnych Eisensteinovych prvocisel.

Podobné jako u Gaussovych cisel, i Eisensteinova kladna prvocisla odbydeme
obrazkem.

Eisensteinova kladna prvocisla, ndsobend mocninami —1 a w, pak vidime na obr.
7.

A konec¢né obdoba Fermatovy véty v Eisensteinoveé systému ma nédsledujici tvar.

Véta 5. KaZdé prvocislo p je mozné zapsat ve tvaru a® —ab+b? = (a+bw)(a+bw?)
pravé tehdy, kdyZ p + 1 neni ndsobkem cisla 3. Tento zdpis je jednoznacny.

Prakticky dopad Fermatovy véty na Eisensteindv svét je nasledujici:

2 zGstava prvocislem,
3=024+w)(2+w?) =—w(2+w)?
5 zlistava prvocislem,
7=03+w)(2+w?),

13 = (4 +w)(4 + w?),
19 = (54 w)(5 + w?),
31 = (6 + w)(6 + w?),

atd., pficemz piislusné schéma je opét jasné patrné.
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Obrazek 6

Je jasné, jak by méla znit naSe nasledujici otdzka. Jsou dal$i zobecfiovani mozna?

vvvvvv

obycejné celé Cislo neni trividlni. Diikaz jednoznacnosti prvociselného rozkladu
pro Gaussova a Eisensteinova cisla, kterd v sobé obsahuji /—1 a y/—3, je jeSté
hlubsi a opira se o geometrické vlastnosti ¢tvercii a rovnostrannych trojihelnika.

A co tedy kupfikladu ¢isla tvaru a+b+/—5? Ukazuje se (moznd trochu piekvapivé),
Ze v tomto systému jednoznacnost prvociselného rozkladu neplati (!).

Toto pozorovéni neni tézké, vezméme si napiiklad
6=2-3=(1++v-5)(1—-+v-5h),

pii¢emz zadny ze Ctyf faktort 2, 3, (1 + +/—5), (1 — +/—5) nelze déle rozkladat.
Cislo 6 m4 tedy v systému a + by/—5 (nejménd) dva prvoéiselné rozklady.
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Obrazek 7

Proc to nékdy plati a nékdy ne? A ¢im se to fidi?

Jako ponékud végni pokus o vysvétleni si pov§Simneme, Ze pii déleni v tomto
¢iselném systému ne vzdy dostaneme zbytek dostate¢né mensi nez délitel. Bu-
dme trochu konkrétnéjsi. Pii déleni v obyc¢ejném &iselném systému mizeme vzdy
vydélit dané Cislo jinym, pficemz dostaneme zbytek, ktery je mensi nez délitel.
Povolime-li zdporné zbytky, pak se absolutni hodnota zbytku pfi déleni ¢islem n

nikdy nedostane nad hodnotu %, viz obr. 8.

1 1
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Obrazek 8

Pfi déleni v systému Gaussovych ¢isel je situace podobnd, na obr. 9 vidime, Ze
se zbytek pii déleni ¢islem n nachdzi ve vzdélenosti maximalné % od néjakého
nasobku n. A protoZe \/Li < 1, plyne odtud, Ze zbytek m4 mensi absolutni hodnotu
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nez délitel, coz je jedind klicova informace, kterou potfebujeme zndt pro dikaz
jednoznacnosti faktorizace.

Obrazek 9

I pfi déleni v systému Eisensteinovych cisel je situace obdobnd, viz obr. 10.
Tentokrat se dokonce zbytek pfi déleni ¢islem n nachézi ve vzdilenosti maximalné
% od néjakého ndsobku n, coz je jesté lepsi.

JenomzZe v systému &isel tvaru a + by/—5 je situace dramaticky jind, zbytek miize
byt obrovsky (viz obr. 11), a jednoznacnost faktorizace neplati.

A opét je veelku jasné, jakou otdzku si musime poloZit ted.

Otazka: Pro ktera Cisla —d ma Ciselny systém a + by/ —d jednoznacnou prvoci-
selnou faktorizaci?

Odpovéd je dnes zndma, dikaz je v8ak hluboce netrividlni. Otdzka dlouho pted-
stavovala dutlezity otevieny problém v teorii Cisel.
Véta 6. Ciselny systém a + by/—d oplyvd jednoznacnosti prvociselné faktorizace

prave tehdy, kdy? —d je jedno z takzvanych Heegnerovych Cisel, konkrétné

~1, =2, =3, =7, —11, —19, —43, —67, —163.
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Obrazek 10

Gausstliv systém odpovida hodnoté —1, Eisensteiniiv pak hodnoté —3. Pozname-
nejme, Ze u vSech hodnot s vyjimkou prvnich dvou musime jako celd ¢isla pfijmout

Cisla tvaru a+by/—d, kde dvojndsobky a a bjsou cela ¢isla (tak jsme to koneckoncti
provedli pro Eisensteinova ¢isla).

Pov§imnéme si, Ze Heegnerovych Cisel je pravé devét, tedy pocet vpravdé d'dbel-
sky.

Pomérné dlouho matematikové védéli o deviti uvedenych Cislech (zvanych devét
magickych determinantii), nebylo v§ak znamo, zda nahodou neexistuji jesté néjaka
jina takova cisla. Pozdgji bylo dokdzano pozoruhodné tvrzeni: miZe existovat
nejvySe jeden dal$i magicky determinant. Vznikl tak slavny problém desdtého
determinantu. V roce 1936 dokézali Heilbronn a Linfoot, Ze pokud by desaty
determinant existoval, musel by byt v&tsi nez 10°. V roce 1952 publikoval Heegner
dikaz neexistence desatého determinantu, odbornici jej v§ak zpochybnovali. Svét
byl o neexistenci dalSiho takového Cisla piesvédcen az v letech 1966-1967, kdy
nezavisle na sobé publikovali dva rizné diikazy Harold Stark a Alan Baker. To
vSak jesté kupodivu nebyla tecka za celym pripadem, nebot o dva roky pozdéji
provedl Harold Stark peclivou analyzu starého Heegnerova diikazu a prokazal, Ze
k nému byli kritici nespravedlivi; dikaz byl viceméné v poradku.

Pro nés je zajimavy hlavné nésledujici disledek uvedené véty.
Dusledek. Pro pfirozené Cislo k ddvd polynom

n—n+k
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prvociselné hodnoty pro vsechnan = 1, ...,k — 1 prdvé tehdy, kdyZ rovnice

2 —r+k

md koreny

?1ivC@,

kde d je Heegnerovo cislo, jinymi slovy prdavé tehdy, kdy 1 — 4k je Heegnerovo
cislo.

Prostym vypoctem zjistime, Ze to miZe nastat jediné pro ¢isla k = 2,3,5,11,17
nebo 41.

Uvedme jesté pro tplnost tabulku vSech téchto hodnot (kromé téch, které odpovi-

daji Cislu 41, ty jsme jiz uvedli vyse):

n*—n+2:2

n®—n+3:3,5

n*—n+5:5,7 11, 17

n®* —n+11: 11, 13, 17, 23, 31, 41, 53, 67, 81, 101

n? —n+17: 17, 19, 23, 29, 37, 47, 59, 73, 89, 107, 127, 149, 173, 199, 227, 257.
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Tri kratké poznamky na zavér

Rad bych poznamenal, Ze mne t&si, Ze Zadny desaty magicky determinant neexis-
tuje. Jinak bych si totiz ve svétle vySe uvedeného vysledku Heilbronna a Linfoota
musel oblibit pfili§ velké ¢islo, a to by se nemuselo podafit.

Dluzim Vam feSeni modifikované ulohy. Je jen jedno a jisté na né€j snadno pfijdete
sami. Pokud Vds nenapadne nic mazanéjSiho, tak zkuste postupné dosazovani.
Pokud zac¢nete u nejmensich hodnot proménné n, vydrzi Vam to déle a uZijete si
vice Svandy.

Na zavér prosim laskavého ctendre aby, pokud ma v oblibé ¢i neoblibé n€jaké Cislo,
mi o tom napsal (véetné piipadnych diivodi) a rozsitil tak moji sbirku, pfedem mu
velice dékuji.
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Péce 0 nadané zaky z pohledu
psycholozky PPP

Pavla Pickova
PPP Praha 1,2, a 4

Cilem tohoto ¢lanku je podat prehled informaci a zdroju, které by mohly v praxi
pomoci ucditelim pfi podpofe a vedeni nadanych zakli a studenti. Pozornost
zamétfim na pojem nadani jako takovy, na jeho identifikaci, dostupny systém péce,
charakteristiku nadanych a zdroje moznosti prace s nadanym zZakem.

Z4jem o nadané Zdky a studenty se v poslednich letech stupiiuje. Vyzkum v této
oblasti je velmi bohaty, v CR je spojovan zejména s praci PhDr. Hany Drabkové,
ktera se jiz v 80. letech 20. stoleti zabyvala vyzkumem dédi¢nosti nadani a zu-
Castnila se v roce 1988 1. konference ECHA (European Council for High Ability)
v Curychu. Nyni se této problematice vénuje ¢eska pobocka ECHA — Spolecnost
pro talent a nadani (STaN), také napt. Centrum nadéni, spole¢nost Mensa aj.
Podrobny piehled historie vyzkumu a teorii nadani by byl pro dcely tohoto ¢lanku
prilis rozsahly, proto se omezim jen na nékolik pozndmek. Dodnes se rtizni zpu-
soby uziti pojmi nadéni a talent, v nékterych zahrani¢nich zdrojich se uZivaji jako
synonyma, jinde se rozliSuji podle zaméfeni nebo miry vrozenosti ¢i tréninku.
Nejcastéji je na zdkladé€ novych poznatkl nadani definovdno spise jako vrozeny
predpoklad k poddvdni nadprimérnych vykonii, opousti se tedy jednodimenzio-
ndlni charakteristiky jako je treba pouhd mira zméreného 1Q v testu — pracuje
se s celou osobnosti jedince. Ve Skolském prostiredi je nejCastéji vyuZivana tzv.
Renzulliho tridda z roku 1978 (Joseph. S. Renzulli je profesorem psychologie
na University of Connecticut), tj. za hlavni znaky nadani nejsou povazovany jen
nadpriimérné schopnosti, ale i pfiméfeny vlastni zdjem o danou ¢innost s prvky
kreativity, tj. vlastniho tvofivého pfistupu - viz obr. 1.

Dalsi z teorii, kterd je v centru pozornosti v poslednich letech, je Gardnerova
teorie mnohocetnych inteligenci z roku 1983 (Howard E. Gardner je profesorem
psychologie na Harvard University). Podle ni ma ¢lovék devét typu inteligence,
které jsou na sobé nezavislé - viz obr. 2.

Pékny prehled soucasnych teorif inteligence je uveden v [3].
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Nadpriimérnd schopnost AngaZzovanost v (kolu

NADANI ” Kreativita

Obrazek 1

logicko-matematicka mnohonasobna interpersonaini
inteligence

Obrazek 2
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V kaZdodenni praxi se jako pracovnice PPP setkavdm vice s praktickymi poZa-
davky ucitelli v oblasti nadani — identifikace, konkrétni specifika daného Zdka ¢i
studenta, tvorba IVP, event. materidly a zdroje pro dal$i praci. Momentalné jsou
rozpracovéany screeningové dotazniky', které by mély pomoci ucitelim na vSech
drovnich vytipovat nadané déti ve t¥{d&. Ze to neni vzdy jednoduché ani pro zku-
Seného ucitele, ndm miiZe pomoci objasnit nasledujici piehled, ktery porovnava
tzv. bystré a nadané déti. I kdyZ se na prvni pohled mohou charakteristiky jevit
podobné, znamenaji rizné typy mysleni a tudiz i potfebu pfiméfeného pristupu ze
strany ucitele.

Nékteré rozdily mezi bystrym a nadanym ditétem (podle [7])

Bystré dité

* Umi odpovidat

* Zajimad se

* M4 dobré ndpady

* Odpovida na otdzky

* Je viidcem skupiny

* Jednoduse se uci

* Mezi vrstevniky je oblibeno

* Chépe vyznamy

* Presné kopiruje zadana feSeni

¢ Dobre se citi ve $kole, ve Skolce

* Pfijima informace

* Je vytrvalé pii sledovani

* Je spokojené s vlastnim ucenim a vysledky
Nadané dité

» Klade dalsi otazky

lindividudlni vzdéldvaci pldn
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Je zvédavé

M3 neobvyklé ndpady

Zajimaji jej detaily, rozpracovava, dokoncuje
Je samostatné, ¢asto pracuje samo
VEtSinu uciva uz znd

Vic mu vyhovuje spole¢nost starSich déti
Déla zavéry

Vytvafi nova feSeni

Dobfe se citi, kdyz se uci (néco nového)
Vyuziva informace

Sleduje pozorné

Je velmi sebekritické

Ani skupina nadanych déti neni vZdy homogenni, ve §kole se mohou projevovat
prekvapivé, ne vzdy jsou akademicky tspésné. O jejich typologii se pokusila Dr.
Maureen Neihart (klinickd psycholozka s ucitelskou praxi, kterd se nadanim
intenzivné zabyva, nyni pracuje na University of Singapore).

» Uspésné nadané dité

Ucitel toto dité Casto spravné identifikuje. Je to dité, které se velmi dobie
uci, ma samé jednicky, dovede jednat s dospélymi, je poslusné a nema zadné
problémy v chovani.

Vysoce tvorivé nadané dité

Takové dité stale vymysli néco nového, experimentuje. Je pro néj obtizné
pfizpisobit se pevnému Skolnimu systému. Opravuje dospélé, chce ménit
Skolni pravidla, Spatné€ se ovlada. Chovani takovych déti byva velmi kon-
fliktni.

Nadané dité maskujici své schopnosti
Takové dit€ obvykle schovava, maskuje své skutecné, ¢asto nadprimérné
schopnosti jen proto, aby bylo pfijato ostatnimi spoluzaky. Obecné plati, Ze
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tyto déti mivaji velmi nizké sebevédomi i sebehodnoceni a ¢asto jsou velmi
frustrovany. Tento typ se Casto tykd nadanych divek, zejména na pocatku
stiedni Skoly.

* ,, Ztroskotané, odpadlé* nadané dité

Dité tohoto typu stoji ¢asto v opozici, proti v§em a vSemu. Protestuje proti
dospélym, rodi¢im i ucitelim, kamarddim, sourozencim, proti celé spo-
le¢nosti. Je stdle nespokojeno a ddva to najevo. Také ono mé snizené se-
bevédomi, a zdroveil ma pocit, Ze mu nikdo nerozumi. Bud’ vyruSuje nebo
JiZ zcela rezignovalo, ztratilo motivaci a odmité jakoukoliv Skolni ¢innost.
Nedéld Skolni tikoly a nepfipravuje se. Jeho Skolni vykony byvaji velmi
nevyrovnané, hodnoceni primérné aZ podprimérné.

» Nadané dité s urcitou vyvojovou poruchou (nejcastéji se specifickou vy-
vojovou poruchou uéeni.) Skolni vysledky téchto déti zdaleka neodpovi-
daji tomu, jak velmi nadani tito jedinci byvaji. Jejich Skolni zadani byvaji
¢asto nedokoncena, nejsou schopny pracovat pod ¢asovym tlakem a boji
se jakéhokoliv selhdni. VEtSinou jsou hodnoceny jako Zici s primérnymi
schopnostmi.

* Autonomni nadané dité
Toto dité byva velmi nezavislé, vystaci si samo se sebou. Je schopno riskovat,
ma velmi pozitivni sebehodnoceni a vyuziva Skolni vzd€lavaci systém tak,
aby z néj samo mélo co nejvic uzitku.

Smyslem IVP pro nadané dit€ je pokusit se po zmapovani jeho schopnosti,
osobnosti a silnych i slabych oblasti nastavit mu ucebni pldn ,,na miru* tak, aby
je posiloval a rozvijel dle potieby. S tim muZe ucitelim pomoci koordinator
péte 0 mimorddn& nadané. V kazdém kraji CR pisobi 1 aZ 2 psychologové
PPP, krajiti koordinatori péfe o nadané (jejich seznam je na webu NUV
(www.nuv.cz, sekce Nadani a nadani). Nové k nim od roku 2010 pribyli
specialni ucitelé. Tito odbornici se pravidelné setkdvaji na celostitni drovni,
sdileji zkuSenosti vlastni praxe i z riznych konferenct, podileji se na standardizaci
testovych metod, poskytuji pomoc a konzultace uciteltim v ramci piislusného kraje.

Legislativné je péce o nadané zakotvena v téchto dokumentech:

» Zakon 561/2004 Sb. (Skolsky zdkon), § 17 - Vzdélavani nadanych déti,
24k a studentt
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* Vyhlaska 73/2005 Sb. ve znéni Vyhlasky 147/2011 Sb. o vzdélavani déti,
zakl a studentd se specidlnimi vzdélavacimi potfebami a déti, zakl a stu-
dentd mimoradné nadanych

 Informace ke vzdélavani déti, zaka a studenti mimoiidné nadanych
zabezpecujici realizaci ustanoveni § 17 zdkona 561/2004 Sb. a ¢ast tfeti
vyhlagky 73/2005 Sb. - Véstnik MSMT CR, prosinec 2006

* Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani, kapitola 9 —
Vzdélavani 74k mimotadné nadanych - Véstnik MSMT CR, leden 2005

* Ramcovy vzdélavaci program pro predskolni vzdélavani, kapitola 8 —
Vzdélavani déti se specidlnimi vzdéladvacimi potiebami a déti mimotadné
nadanych - Véstnik MSMT CR, unor 2005

V soucasné dobé se pfipravuji navrhy k doplnéni téchto zdkona tak, aby bylo
mozno vyuzivat podplirnd a vyrovndvaci opatieni v plné §ifi vCetné navyseni
normativu apod. pro nadané ziky a studenty.

Jesté nez uvedu seznam literatury, kterd by mohla byt pedagoglim v praxi uZite¢na,
a seznam internetovych odkazili a adres nékterych organizaci u nds i v zahranici,
které se nadanymi zabyvaji, rdda bych cely ¢lanek uzaviela mysSlenkou prof. Eriky
Landau z Izraele, kterd se nadanymi celoZivotné zabyva:

» U déti, jejichZ konstruktivni schopnosti nejsou podporovany, vyvstava ne-
bezpeci, Ze svou inteligenci vyuziji pro destruktivni cile.
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Réada bych touto cestou podporila vSechny ucitele, ktefi se nadanym détem vénuji,
nebot’ véfim, Ze ackoli je to price t€zk4, ja také velmi zdsluZznd a pro obé strany
obohacujici.
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Trocha teorie Cisel

Lenka Slavikova

Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Katedra matematické analyzy, lenka.8 @seznam.cz

Na predndsce jsme vyfesili nékolik uloh z elementarni teorie Cisel. Z vysledki
té€chto piikladl jsme se poté dozvédéli zajimavé tdaje ze Zivota Victora Franze
Hesse. PfedloZené tlohy byly inspirovany dlohami z minulych ro¢nikii Matema-
tické olympiddy [1] a matematické soutéze Naboj [2].

Umluva. Zapisem a,,G,—1 - . . aza; budeme rozumét desitkovy zapis ¢isla
an - 10" + a1 - 10" 2 4 -+ +ay - 10" +ay - 10°,
Vzdy budeme predpokladat, Ze a,, # 0.

Uloha 1. Pro které roky ve dvacatém stoleti plati, Ze jejich pofadové ¢islo je druhou
mocninou celého ¢isla?

Vysledek. 1936

Interpretace. Victor Franz Hess dostal v roce 1936 Nobelovu cenu za fyziku.

Uloha 2. Myslim si ¢tyfciferné Cislo. Kazdou z Cislic svého ¢isla zvétSim o jedna,
¢imz ziskam dalsi Ctyfciferné Cislo. Kdyz obé Cisla sectu, dostanu vysledek 5923.
Jaké ¢islo si myslim?

Vysledek. 2406

Interpretace. Victor Franz Hess se narodil 24. 6.

Uloha 3. Na karti¢ce mam napsano liché Ctyfciferné ¢islo. Nyni karticku v ptilce
rozstiihnu, ¢imZ ziskdm dvé dvoucifernd Cisla. Prozradim ti, Ze jejich soucin je
1494. Jaké ¢islo mam napsdno na kartic¢ce?

Vysledek. 1883

Interpretace. Victor Franz Hess se narodil v roce 1883.

s w7

Uloha 4. Najdi viechna &tyicifernd &isla abed délitelnd péti takovd, 7e a + b = 8,
b+c=8c+d=>5.

Vysledek. 5350

Interpretace. Victor Franz Hess objevil kosmické zafeni dne 7. srpna 1912 (coz
ovSem nijak nesouvisi s vysledkem této tlohy). Pii svém letu balonem, diky némuz
objev uskutecnil, vystoupal do vysky 5350 metra.

Uloha 5. Povim ti n&co o svém oblibeném zlomku. Jeho &itatel i jmenovatel jsou
pfirozend Cisla se souctem 120. Hodnota mého zlomku je vétsi nez % Navic je
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to nejmensi zlomek, ktery spliiuje obé predeslé podminky. Uz vi§, jaky je mj
oblibeny zlomek?

Vysledek. %

Interpretace. Vytvorme zlomek nésledujicim zptisobem. Do Citatele napiSme pocet
minut, které uplynuly od ptlnoci z 6. na 7. srpna 1912 do okamZiku, kdy se Hess
vydal na svuj slavny let balonem. Jako jmenovatel pouzijme pocet minut, které
uplynuly od onoho okamziku do pilnoci z 7. na 8. srpna 1912. Hodnota tohoto
zlomku je rovna g—é. Odtud snadno dopocteme, Ze Hess zahdjil let balonem v 6
hodin 12 minut.

Uloha 6a. Najdi nejmensi trojciferné ¢islo délitelné péti takové, ze kdyz k nému
pfi¢tu Cislo, které ma opacné potadi Cislic (desitkovy zdpis tohoto Cisla miize
zacinat nulou), vyjde mi 867.
Vysledek. 285
Uloha 6b. Najdi viechna Sesticiferna &isla abede f splitujict

* po odecteni dvojky od plivodniho ¢isla bude vysledek délitelny Sestnacti,

* v desitkovém zapisu Cisla se vyskytuji pravé Ctyfi rizné Cislice,

* f je druhou mocninou celého Cisla,

e a=ec,
o ¢ =a?
« 2f —b4d.

Vysledek. 151314
Interpretace. Vysledky obou ¢asti tlohy napiSeme do tabulky nésledujicim zpti-
sobem:

2 8|5
1513 | 14

Cislo v kazdém policku tabulky udévé pofadi n&jakého pismena v anglické abe-
cedé. Nahradme tedy &isla v tabulce odpovidajicimi pismeny. Nova tabulka bude
vypadat takto:

B ' HE
O/M|N
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Pismena v tabulce piectéme po sloupcich. Nad pismeno O je tfeba pridat prehlasku.
Vysledné slovo BOHMEN je nazev balénu, ve kterém Hess dne 7. srpna 1912
podnikl zmifiovany let.
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Dvere do nanosvéta
Martin Spergl

Vysoka Skola chemicko-technologickd, martin.spergl @seznam.cz

Nanotechnologie zazivaji béhem poslednich let velky rozmach. S nevelkou nad-
sézkou lze fici, Ze po dobé kamenné, Zelezné, stoleti pary, dobé kiemikové a dobé
plastové zazivame Usvit ,,nanodoby*.

Ackoliv se definice nanocastic lisi dle metody, zamysleného pouZiti a autora, vétsi-
nou se za né daji pokladat ¢astice mensi neZ 100 nm. Pro¢ se nad tim vzruSovat?
Materidlové vlastnosti, které v béZném makrosvété povazujeme za neménné, se
totiZ u takovych ¢astic mohou rapidné liSit v zavislosti na jejich velikosti. Kromé
jinych dochazi ke zméné optickych a elektrickych vlastnosti a zméndm v interakci
s Zivymi organismy, které oteviraji nové moznosti v (nano)elektrotechnice, chemii,
1€karské diagnostice, experimentalni medicing aj. Soucasné nartistd zlomek atomt,
které jsou na povrchu ¢éstice a tedy v kontaktu s okolim, coZ ovliviiuje celou fadu
povrchovych déji jako je katalyticka aktivita a adsorpce. Méni se prichodnost
biomembranami.

I v dneSni dobé se s nanocasticemi dostdvame nevédomky do styku. Napiik-
lad s nanocasticemi oxidu titani¢itého pouzivanymi v opalovacich krémech jako
ochranny filtr, nanocasticemi stiibra v obleceni k potlaceni rdstu plisni, uhliko-
vymi nanoc¢ésticemi ve vyfukovych plynech vznétovych motort, i nanoaditivy v
potravinich. Pfi¢emz otdzka jejich kumulace v Zivotnim prostfedi a organizmech
stdle jeste neni uspokojivé zodpovézena.

Pro pifiklady nanocéstic ovSem neni tfeba chodit daleko. Nemusime se nachdzet
v moderné vybavené laboratofi ani zrovna pdlit naftu ve valcich. Kromé téch
vytvofenych ¢lovékem prichdzime denné do styku i s mnohem rafinovanéjSimi
nanocasticemi — viry.

K tomu, abychom mohli vyuZivat nanocastic pro vlastni prospéch, musime vyfesit
otdzku jejich syntézy, charakterizace a v neposledni fadé jejich toxicity. Clovék
jiz ovladl n€kolik cest k jejich syntéze a dalsi jsou na cesté. Pfi charakterizaci na-
nocastic se potykdme s mnoha problémy, mezi které mj. patfi nemoZznost pozorovat
je konvenénimi optickymi metodami dané difrakénim limitem (laterdlni rozliSeni
ve viditeIném spektru cca 250 nm), snadnd kontaminace nanopovrchii prachovymi
Casticemi s fatdlnimi nédsledky a z ni Casto vyplyvajici nutnost pracovat v ultra-
Cisté atmosféfe nebo pod vakuem, které miize byt vynuceno jiZ samotnou povahou
analytické metody (napf. u elektronové mikroskopie). O kvantifikaci a kvalifikaci
jejich toxicity bylo sepsdna fada studii, které ale nardzeji na problémy se stile
jesté nedokonalou charakterizaci a hlavné enormnim poctem experimentalnich
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proménnych a moznosti dlouhodobych, kumulativnich G¢inkt na Zivé organismy.
Neni pochyb o tom, Ze se pied ndmi oteviraji dvefe do svéta nevidanych moz-
nosti, ale i zatim nezndmych ndstrah. Stejné jako v pfipadé ohné tedy plati pro
nanocdstice réeni: ,,Dobry sluha, Spatny pan.*
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Fyzika na pocitaci - Algodoo

Martin Svec
Katedra fyziky, Pffrodovédecka fakulta UJEP, martin.svec @ujep.cz

Vyuka fyziky a viibec fyzika samotnd se bez redlného experimentu neobejde.
Presto v mnoha piipadech miZe byt experiment provedeny na pocitac¢i vhodnym
dopliikem vyuky, pfipadné miiZze byt pouZit jako motivacéni prvek. Jednim z
nastroju, ktery lze za timto icelem pouzit, je program Algodoo.

Jednd se o pomérné propracovany ndstroj, ktery vérné simuluje skutecné chovani
téles z mechanického hlediska a ¢asteCné z oblasti termiky a optiky. Hodi se
proto pfedev§im ve vyuce téchto oblasti fyziky. V pfispévku nebudu podrobné
popisovat v§echny moZnosti programu a spiSe uvedu nékteré piiklady vyuZiti na
konkrétnich piikladech.

Vsechny dalsi potiebné informace wuzivatel nalezne na  strdnce
http://www.algodoo.com, kde je mozné program zdroven stdhnout ve tifech
tipech licenci:

1. Algodoo Play & Demo Free - k dispozici zdarma
2. Algodoo Physics - cena 2,99 €
3. Algodoo for Education - cena 29,99 €

Jednotlivé licence nabizeji tyto moZnosti (uvadim ptvodni zdroj v anglicting -
program zatim neni k dispozici v ¢eském jazyce, nabizi vSak moZnost nastaveni
aspon slovenstiny):
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Obrazek 1: Jednotlivé licence programu v poradi, jak je uvedeno vySe.

Konkrétni priklady pouziti

Volny pad a pad ve vzduchu

Program umozZiuje ,,vypnout* odpor prostfedi a simulovat tim pohyb ve vakuu. Pfi
pusobeni gravitacni sily tak miizeme demonstrovat volny pad a ten pak porovnat
s pddem v atmosféfe. Na piisluSném grafu zavislosti rychlosti na ¢ase je dobie
patrny pokles zrychleni télesa, na které plisobi odpor prostedi. Z grafu je také
patrné dosaZeni kritické rychlosti, kdy zrychleni télesa dosdhne nulové hodnoty.

Pruziny a tlumeni

Program umoZiiuje vyuZzivat rizné prednastavené prvky. Jednim z nich jsou pru-
Ziny, u nichz lze krom tuhosti také definovat tlumeni. Na piikladu ¢tyf pruZin
lze ukdzat dasledky rtiznych tlumeni. Nastavime pro prvni pruZinu nulové tlu-
meni, pro druhou néjaké standardni, pro tieti kritické a pro Ctvrtou superkritické.
Spustime-li simulaci tak, aby vSechny pruziny mély na zacétku stejnou vychylku,
miZeme porovnat jejich chovani. Prvni z nich kmitd se stdle stejnou amplitu-
dou, druhd je postupné tlumena a amplituda kles4, tfeti dosahne nulové vychylky
nejrychleji, navic bez prechodu prfes nulovou vychylku, ¢tvrtd dosdhne nulové
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Obrazek 2: Volny pad a pad ve vzduchu

vychylky stejnym zpisobem jako tfeti pruZina, avsak s ¢asovym zpozdénim. Na
tomto pokusu 1ze demonstrovat napiiklad diilezitost kritického tlumeni u tlumict
v automobilech.

Posuvna versus rotacni kineticka energie

Po naklonéné roviné se dolii kutdli koule a bez tfeni sjizdi hranol. Které z téchto
téles ziskd vétsi rychlost? Na pokusu 1ze ndzorné ukazat, Ze rychlejsi bude hranol.
Cést kinetické energie koule je totiZz ve formé rotaéni kinetické energie.

Archiméduv zikon

Vdécnym néstrojem je moznost simulovat chovani kapaliny. Vedle hydrostatic-
kého tlaku lze napiiklad ukdzat chovani materidli s riznou hustotou ve vodé,
neboli Archimédiiv zdkon. Program umoziuje nastavit hustotu téles a ma pred-
definované nékteré hustoty materialii, jako jsou napft. ocel, dfevo, kamen, hélium,
apod. Na obr. 5 je ukdzano chovani kouli stejnych rozmértii postupné z oceli, dieva,
kamene a hélia. Ddle je napiiklad moZzné ukdzat, pro¢ plave ocelova lod a dtsledky
jejiho pretizent.
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Obrazek 3: PruZiny a tlumenf

Obrézek 4: Posuvnd versus rota¢ni kinetickd energie
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Obrazek 5: Archiméduv zdkon
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Zaklady optiky

Vedle mechanickych jevi je mozné pomoci programu ukdzat také jednoduché
optické jevy jako je odraz a lom svétla, totdlni odraz nebo rozklad bilého svétla.
obr. 6 ukazuje nékteré moZznosti. Se zdroji svétla, jejichZ barvu Ize nastavit, je
moZzné pohybovat a ukdzat tim, jak se napfiklad méni Ghel lomu v zavislosti na
uhlu odrazu.

Obréazek 6: Zdklady optiky

Celou fadu dalsich piikladid naleznete na vySe zminénych strankdch programu,
pripadné na serveru YouTube.

Zavér

Program Algodoo nabizi celou fadu moznosti, jak zdkim demonstrovat zakladn{
fyzikélni jevy pomérné pritazlivou formou. Navic je vhodné nechat zdky samotné
tyto jevy zkoumat pomoci programu. Z vlastnich zkuSenosti vim, Ze je to pro

né velmi zdbavnd a nendsilnd forma, jak se s t€émito jevy sezndmit. VEfim, Ze
naleznete v programu Algodoo svého pomocnika pfi vyuce fyziky.
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