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Diffie-Hellman-Merkle
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Nekonečná řada a jejı́ součet
Emil Calda

MFF UK, Praha, ecalda@volny.cz

Nekonečnou řadou se nazývá součet a1 � a2 � a3 � . . . �
8°

n�1

an. Touto řadou je

určena posloupnost psnq částečných součtů, kde

s1 � a1, s2 � a1� a2, s3 � a1� a2� a3, . . . , sn � a1� a2� a3� . . .� an, . . .

Je-li tato posloupnost psnq konvergentnı́ a jejı́ limita je rovna čı́slu s, řı́káme, že
i řada

°
an je konvergentnı́ a čı́slo s nazýváme součtem nekonečné řady

°
an.

Jestliže lim sn � �8, resp. lim sn � �8, řı́káme, že řada
°
an diverguje k plus

nekonečnu, resp. k minus nekonečnu. Jestliže neexistuje lim sn, řı́káme, že řada°
an osciluje.

Poznámka. Všimněte si, že součet nekonečné konvergentnı́ řady nenı́ vlastně
součet, ale limita přı́slušné posloupnosti částečných součtů.

Přı́klad 1. Určete součet nekonečné řady 1
1�2 � 1

2�3 � 1
3�4 � . . .� 1

npn�1q � . . .

Řešenı́. Každý člen ak tohoto součtu vyjádřı́me ve tvaru ak � 1
k
� 1

k�1
, čı́mž

dosáhneme toho, že v součtu sn se všechny sčı́tance až na prvnı́ a poslednı́ vyrušı́:

sn � p1
1
� 1

2
q � p1

2
� 1

3
q � p1

3
� 1

4
q � . . .� p 1

n
� 1

n� 1
q � 1� 1

n� 1

Odtud už je snadno vidět, že lim sn � 1, takže součet dané nekonečné řady je
roven jedné.

Úloha 1. Určete součet nekonečné řady
a)
°

1
npn�2q , b)

°
n

pn�1q! , c)
°

1
p1�2�3�...�nq , d)

°
1

log 2n�log 2n�1 .

Přı́klad 2. Dokažte, že nekonečná řada
°

1?
n�?n�1

diverguje k �8.

Řešenı́. Každý člen ak tohoto součtu vyjádřı́me ve tvaru ak �
?
k � 1�?k, takže

pro součet sn dostaneme:

sn � p
?
2�

?
1q � p

?
3�

?
2q � . . .� p?n� 1�?nq � ?

n� 1� 1

Vzhledem k tomu, že lim sn � �8, daná nekonečná řada diverguje.
V souvislosti s tı́mto přı́kladem dokážeme větu:
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Věta 1. Je-li řada
°
an konvergentnı́, je lim an � 0.

Důkaz. Důkaz je jednoduchý. Řada
°
an je konvergentnı́, takže

existuje lim sn � s. Protože však an � sn � sn�1, platı́:
lim an � lim sn � lim sn�1 � s� s � 0. �

Obrácená věta neplatı́; pro posloupnost panq z přı́kladu 1 platı́ lim an � 0, ale
řada

°
an diverguje! Uvedená věta se použı́vá k důkazu, že daná řada nenı́ kon-

vergentnı́: Nemá-li posloupnost panq limitu rovnou nule, potom řada
°
an nenı́

konvergentnı́. V přı́kladu 1 byl odvozen součet nekonečné konvergentnı́ řady podle
definice, tj. určenı́m limity posloupnosti částečných součtů. Stejným způsobem se
dá postupovat i v přı́padě nekonečné řady geometrické, tj. řady

a1 � a1q � a1q
2 � a1q

3 � . . .� a1q
n � . . . ,

kde čı́slo q – stejně jako u geometrické posloupnosti – se nazývá kvocient. Částečný
součet sn této řady pro q � 1 známe:

sn � a1p1� qnq
1� q

� a1
1� q

� a1q
n

1� q

Uvědomı́me-li si dále, že pro |q|   1 je lim qn � 0, dostaneme lim sn � a1
1�q

, což
znamená:
Nekonečná geometrická řada

°
a1q

n je pro |q|   1 konvergentnı́ a má součet

s � a1
1� q

.

Poznámka. U součtu nekonečné geometrické řady nezapomı́nejte na podmı́nku
|q|   1. Např. řada 1� sinx� sin2 x� sin3 x� . . .má součet jen pro taková x, pro
něž je |sinx| � 1, takže pro x � 3$

2
jejı́ součet neexistuje. (Pro toto x dostaneme

řadu 1� 1� 1� 1� 1 . . .).

Uvedený vzorec byl pro a1 ¡ 0 a 1 ¡ q ¡ 0 odvozen v učebnici B. Bydžovského
„Aritmetika pro VI. a VII. třı́du gymnasiı́ a reálných gymnasiı́ “, vydané v Praze
roku 1911. Protože v tehdejšı́ době se na gymnáziı́ch neučily limity posloupnosti,
musel být vzorec pro součet nekonečné geometrické řady odvozen jiným způ-
sobem. Pro zajı́mavost si tento způsob ukážeme; připomeňme, že odvozenı́ je
provedeno za předpokladu a1 ¡ 0, 1 ¡ q ¡ 0.
V souřadnicové soustavě na obr. 1 je zakreslena přı́mka p o směrnici tanα � q a
bod Ara1, 0s, kterým je vedena kolmice k ose x protı́najı́cı́ přı́mku p v bodě A1 a
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Obrázek 1

dále přı́mka, která s touto kolmicı́ svı́rá úhel α a protı́ná přı́mku p v bodě P (nebot’
α   45�). Délka úseček OA1, A1A2, A2A3, . . . vedených mezi přı́mkami OP a
AP střı́davě rovnoběžně a kolmo k ose x majı́ postupně délky

a1, a1 tanα � a1q, a1 tan
2 α � a1q

2, a1 tan
3 α � a1q

3, . . .

takže součet s této nekonečné řady je roven součtu délek těchto úseček, tj. délce
d lomené čáry OAA1A2 . . . P . Délku d určı́me tak, že k součtu délek úseček
rovnoběžných s osou x který je roven délce úsečky OQ, připočteme součet délek
úseček k ose x kolmých, který je roven délce úsečky PQ. Platı́ tedy

d � |OQ| � |PQ| � |OP |pcosα � sinαq.
Délku úsečky OP určı́me pomocı́ sinové věty v trojúhelnı́ku OAP :

|OP | � a1
sinpα � 90�q
sinp90� � 2αq � a1

cosα

cos 2α
� a1

cosα

cos2 α � sin2 α
.

Dosazenı́m do výše uvedeného vztahu pro d dostaneme hledaný vzorec pro součet
s dané nekonečné řady:

d � a1 cosα
cosα � sinα

cos2 α � sin2 α
� a1

cosα

cosα � sinα
� a1

1� tanα
� a1

1� q
� s.

Všimněte si však, že v tomto odvozenı́ jsme se „dopustili“ jistého nedopatřenı́,
nebot’jsme předpokládali, že platı́:

|OA|�|AA1|�|A1A2|�|A2A3|�. . . � p|OA|�|A1A2|�. . .q�p|AA1|�|A2A3|�. . .q
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Toto nedopatřenı́ spočı́valo v tom, že jsme v dané nekonečné řadě „přeházeli“
pořadı́ sčı́tanců, což však je možné provést pouze u nekonečných řad určitého
typu. Naštěstı́ výše uvedená řada k tomuto typu patřı́, takže je toto odvozenı́
v pořádku. Zdůrazněme však, že přerovnat členy nekonečné řady nenı́ obecně
možné!

Obrázek 2

Přı́klad 3. Na obr. 2 je znázorněna lomená čára OB1A1B2A2B3 . . ., jejı́ž vrcholy
Ai ležı́ na ose x a vrcholy Bi na křivce, která je grafem spojité funkce na intervalu
〈0, a〉. Jednotlivé úsečky, z nichž je tato lomená čára složena, jsou střı́davě rovno-
běžné s úsečkou OB1 a s úsečkou A1B1, která je kolmá na osu x. Určete délku d
této lomené čáry, znáte-li úhel α a délku a.

Řešenı́. Sestrojı́me průsečı́k C přı́mky OB1 a kolmice k ose x vedené bodem A;
z obr. 3 je vidět, že délka úsečky OC je součet délek úseček svı́rajı́cı́ch s osou x
úhel α a délka úsečky AC je součet délek úseček k ose x kolmých. Podobně jako
v předcházejı́cı́m odvozenı́ dostaneme

d � |OC| � |AC| � a

cosα
� a tanα � a

1� sinα

cosα

Všimněte si, že délka této čáry závisı́ jen na velikosti úhlu α a na délce intervalu
〈0, a〉. Vezmeme-li na tomto intervalu graf jiné spojité funkce ležı́cı́ v 1. kvadrantu-
např. kruhový oblouk se středem v počátku-a sestrojı́me-li stejným způsobem jako
v přı́kladu 12 lomenou čáru s týmž úhlem α, bude délka této lomené čáry stejná.
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Obrázek 3

Úloha 2. Vyjádřete periodické desetinné čı́slo 0, 547, jehož předperioda je 5 a
perioda 47, jako podı́l dvou přirozených čı́sel.

Přı́klad 4. Určete součet nekonečné řady
1� 3x� 5x2 � 7x3 � . . .� p2n� 1qxn�1 � . . .

Řešenı́. U této aritmeticko-geometrické řady určı́me známým způsobem součet sn
jejı́ch prvnı́ch n členů

sn � 2nxnpx� 1q � px� 1qpxn � 1q
px� 1q2

a vypočteme lim sn pro |x|   1. Za tohoto předpokladu pro součet s dané řady
dostaneme

s � x� 1

px� 1q2 .

Úloha 3. Ukažte, že pro součet s nekonečné aritmeticko-geometrické řady
°
anbn,

kde panq je aritmetická posloupnost s prvnı́m členem a1 a diferencı́ d, pbnq je
geometrická posloupnost s prvnı́m členem b1 a kvocientem q, za předpokladu
|q|   1 platı́:

s � a1b1
1� q

� b1dq

p1� qq2 .
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Achilles a želva
Podle známé Zenónovy aporie Achilles nedohonı́ želvu, i když jeho rychlost je
většı́ než rychlost želvy. Přiběhne-li totiž Achilles do bodu, ve kterém želva byla,
než ji začal pronásledovat, želva už v něm nebude, protože za dobu, kterou Achilles
k doběhnutı́ do tohoto budu potřeboval, se přemı́stila. Achilles vždy přibı́há do
bodu, ve kterém už želva nenı́, protože mezitı́m se z tohoto bodu vzdálila. I když
se Achilles želvě neustále přibližuje, nikdy ji nedohonı́, pravı́ Zenón. Pokuste se
pomocı́ součtu nekonečné geometrické řady určit, za jak dlouho Achilles želvu
dohonı́, jsou-li dány rychlosti u, v Achilla a želvy a jejich počátečnı́ vzdálenost d.

Poznámka. Zjistit, za jak dlouho Achilles želvu dohonı́, je podstatně jednoduššı́,
když si představı́me, že želva stojı́ a Achilles se k nı́ přibližuje rychlostı́ u � v.
Žádný z obou způsobů výpočtu však nevysvětluje, kde je v Zenónově úvaze chyba.

Harmonická řada
V přı́kladu 1 byla ukázána řada, která diverguje k�8, i když jejı́ členy konvergujı́
k nule. Podobnou vlastnost má i řada

°
1
n

, která se nazývá harmonická. (Tento
název má původ v tom, že každý člen této řady s výjimkou prvnı́ho je harmonickým
průměrem svých členů sousednı́ch.) Ukážeme nynı́, že harmonická řada diverguje
k �8.
Vyjdeme z toho, že vı́me, že posloupnost p1 � 1

n
qn je rostoucı́ a že má za limitu

čı́slo e. Znamená to, že pro všechna přirozená čı́sla n platı́�
1� 1

n


n

  e

neboli

n ln

�
1� 1

n



  1, tj.

1

n
¡ ln

�
1� 1

n



.

Z této poslednı́ nerovnosti dostáváme, že pro všechna přirozená n platı́:

1� 1

2
� 1

3
� . . .� 1

n
¡ ln 2� ln

�
1� 1

2



� ln

�
1� 1

3



� . . .� ln

�
1� 1

n




� ln
2

1
� ln

3

2
� ln

4

3
� . . .� ln

n� 1

n

� ln p2 � 3 � 4 � . . . � pn� 1qq
p1 � 2 � 3 � . . . � nq � lnpn� 1q.
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Tento výsledek znamená, že rostoucı́ posloupnost částečných součtů harmonické
řady nenı́ shora omezená, takže tato řada diverguje k plus nekonečnu.
Položme si ještě otázku, zda n-tý částečný součet sn harmonické řady je pro nějaké
n celé čı́slo. K jejı́mu zodpovězenı́ vyšetřı́me součet

sn � 1 � 1

2
� 1

3
� 1

4
� . . .� 1

n
.

Všimněme si nejprve, že mezi všemi těmito sčı́tanci existuje aspoň jeden zlomek,
jehož jmenovatel je mocnina dvou, a vyberme z nich ten, v jehož jmenovateli má
čı́slo dvě největšı́ exponent - necht’je to zlomek 1

2k
. V součtu

sn � 1 � 1

2
� 1

3
� 1

4
� 1

5
� . . .� 1

2k�1
� 1

2k
� 1

2k�1
� . . .� 1

n

proto platı́
1

2k
¥ 1

n
¥ 1

2k�1
.

Vyjádřı́me nynı́ každý zlomek 1
i
, i � 2, 3, . . . , n ve tvaru 1

2j
mi, kde 2j je jedna

z mocnin 20, 21, . . . , 2k a mi je liché čı́slo, a za jejich společného jmenovatele
vezmeme výraz 2k �m, kde m � m2 �m3 � . . . �mn.
Převedeme-li dále všechny sčı́tance zkoumaného součtu na tento společný jmeno-
vatel a sečteme-li je, bude součet sn � 1 roven zlomku, jehož čitatel je

2k �m
2

� 2k �m
3

� 2k �m
4

� . . .� 2k �m
2k � 1

� 2k �m
2k

� 2k �m
2k � 1

� . . .� 2k �m
n

.

Protože čı́slo 2k � m je dělitelné každým z čı́sel 2, 3, 4, . . . , n, je každý z těchto
n�1 sčı́tanců celé čı́slo a podı́váme-li se pozorně, zjistı́me, že všechna až na jedno
jsou sudá; jediným lichým čı́slem je čı́slo 2k�m

2k
� m. Čitatel zlomku sn� 1 je tedy

čı́slo liché, a vzhledem k tomu, že jeho jmenovatel 2k �m je čı́slo sudé, nenı́ tento
zlomek celé čı́slo.
Tı́m jsme dokázali:
Součet

sn � 1� 1

2
� 1

3
� 1

4
� . . .� 1

n

prvnı́ch n členů harmonické řady nenı́ pro žádné přirozené n ¡ 1 celé čı́slo.
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Diffie-Hellman-Merkle
algoritmus výměny klı́čů

Petr Gajdoš
SUSE Linux, Praha, czabas@volny.cz

Abstrakt

Protože elektronická výměna informacı́ hýbe světem, je nutno se zabý-
vat jejı́ bezpečnostı́. Spolehlivá komunikace musı́ být v ideálnı́m přı́padě
zabezpečena proti:

1. odposlechu – nikdo krom adresáta nesmı́ být schopen tajnou zprávu
M čı́st,

2. pozměněnı́ – M nemůže modifikovat nikdo jiný než odesı́latel,

3. podvrhnutı́ – účastnı́k komunikace se nemůže vydávat za někoho
jiného,

4. zamezenı́ – nikdo by neměl být schopen přerušit komunikaci jakým-
koliv způsobem.

Pojd’me se nynı́ podı́vat na jeden z problémů, který vyplývá ze snahy dosáh-
nout jistého stupně zabezpečenı́ komunikace1.

Kryptologie jako věda se dělı́ na dvě oblasti, kryptografii a kryptoanalýzu. Velmi
stručně řečeno, kryptografie se zabývá konstrukcı́ šifrovacı́ch algoritmů (šifer),
naproti tomu kryptoanalýza se pokoušı́ je prolomit, tj. zjišt’uje, do jaké mı́ry je za
daných okolnostı́ nějaká šifra bezpečná. Přitom je veledůležité si uvědomit: vždy
záležı́ také na tom, jak bezpečná šifra má být.
Za základnı́ současné2 dělenı́ šifer se považuje:

1. šifra symetrická – obě dvě strany komunikace sdı́lı́ tajný klı́č. Odesı́latel
zašifruje zprávu tajným klı́čem a odešle šifrovaný text adresátovi. Ten jej
pak dešifruje stejným klı́čem anebo klı́čem odvozeným od šifrovacı́ho,

2. šifra asymetrická – každý účastnı́k komunikace má jeden soukromý a jeden
veřejný klı́č. Adresát dešifruje svým soukromým klı́čem zprávu zašifrova-
nou svým veřejným klı́čem.

1Nalezené chyby posı́lejte prosı́m na adresu czabas@volny.cz.
2Od r. 1976, viz [4].
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Veřejný klı́č asymetrické šifry (viz napřı́klad RSA) je zcela záměrně k dispozici
každému, a nenı́ proto třeba řešit bezpečné předánı́ odesı́lateli šifrované zprávy.
Jiná situace nastává, je-li potřeba sdı́let tajný klı́č symetrické šifry. Jeho distribuci
od jednoho účastnı́ka komunikace ke druhému řešı́ napřı́klad Diffie-Hellman-
Merkle (DHM) algoritmus pro výměnu klı́čů.

Šifra Julia Caesara
Nesetkal jsem se s učebnicı́ či přednáškou o kryptologii, která by nezačı́nala
Caesarovou šifrou. Asi proto, že se na nı́ dajı́ pěkně ukázat prvky symetrické
komunikace a slabiny jednoduchých šifer. Nutno podotknout, že Caesar ji však
regulérně použı́val pro vojenské účely. Jejı́ převodnı́k je následovný:

původnı́ text: ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
šifrovaný text: DEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABC

Je tedy možno řı́ci, že došlo k jistému kruhovému posunu v abecedě o tři pı́smena.

Přı́klad 1. Zašifrujme: LSMFDVATISICEJEDENACT.

původnı́ text: LSMFDVATISICEJEDENACT
šifrovaný text: OVPIGYDWLVLFHMHGHQDFW

�

Úloha 1. Dešifrujte: YRVPCDMGHPHQDNRIROX.

Modulárnı́ aritmetika
Aby se nám o této problematice lépe hovořilo, označı́me

r � a mod n (1)

zbytek po dělenı́ a čı́slem n. To můžeme udělat, protože podle věty o dělenı́ se
zbytkem existuje právě jedno čı́slo q a právě jedno čı́slo3 0 ¤ r   n tak, že

a � q � n� r.

Očı́slujeme-li totiž jednotlivá pı́smena abecedy,
3Důležité je, že r je pod n. Toto naše označenı́ má jen málo společného s kongruencı́ modulo

n. Jedná se spı́še o operátor modulo, často %, známý z programovacı́ch jazyků.
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A B C D E F G H I J K L M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
N O P Q R S T U V W X Y Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

lze Caesarovu šifru matematicky vyjádřit pomocı́ přičı́tánı́ čı́sla 3 modulo 26.
Počı́tánı́ modulo konstanta splňuje onu požadovanou kruhovost. Napřı́klad

p12� 3q mod 26 � 15

a
p24� 3q mod 26 � 1,

tj. pı́smeno M je zašifrováno na P, resp. Y na B. Je samozřejmě možné šifrovat
nejen klı́čem 3, ale jakýmkoliv čı́slem4 0   k   26. Je jasné, že k musı́ obě strany
komunikace udržet v tajnosti.

Přı́klad 2. Všimněme si, že pro 0 ¤ x   n jest

p�xq mod n � n� x

Rovnost okamžitě vyplývá z definice (1) a vztahu �x � �1 � n� pn� xq.
�

Úloha 2. Zdůvodněte

pu � n� vq mod n � v mod n (2)

Přı́klad 3. Dokažme, že

pa� bq mod n � pa mod n� b mod nq mod n (3)

Položme ra � a mod n a rb � b mod n. Existujı́ čı́sla qa a qb tak, že

a � qa � n� ra

b � qb � n� rb

a vzhledem k (2)

pa� bq mod n � pqan� ra � qb � rbq mod n

� ppqa � qbqn� pra � rbqq mod n � pra � rbq mod n

�
4Kontrolnı́ otázka: Co znamená šifrovat klı́čem 0, 26 nebo k ¡ 26?
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Úloha 3. Podobně ukažte, že

pa � bq mod n � pa mod n � b mod nq mod n (4)

Poznámka 1. Z rovnosti (4) okamžitě plyne

am mod n � pa mod nqm mod n (5)

Malá Fermatova věta
Nejen RSA, přı́klad algoritmu pro asymetrické šifrovánı́, ale i DHM užı́vá k ospra-
vedlněnı́ své funkčnosti poučku známou pod názvem Malá Fermatova věta5.
Jejı́ důkaz si zjednodušı́me následujı́cı́m lemmatem. Zamyslete se nejdřı́ve nad
následujı́cı́ úlohou.

Úloha 4. Necht’p je prvočı́slo. Pro která i je čı́slo�
p

i



� p � pp� 1q � . . . � pp� i� 1q

i � pi� 1q � . . . � 1
děliterlné p a pro které ne?

Lemma 1. Necht’x, y P Z. Pro každé prvočı́slo p platı́, že

px� yqp mod p � xp � yp mod p

Důkaz. Podle věty o binomickém rozvoji máme

px� yqp �
�
p

0



xpy0 �

�
p

1



xp�1y1 � . . .�

�
p

p� 1



x1yp�1 �

�
p

p



x0yp,

kde pro 0   i   p je výraz�
p

i



� p � pp� 1q � . . . � pp� i� 1q

i � pi� 1q � . . . � 1
evidentně dělitelný prvočı́slem p. Odtud

p |
�
p

1



xp�1y1 � . . .�

�
p

p� 1



x1yp�1.

�
5Respektive jejı́ důsledek zapsaný v našı́ notaci.
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Úloha 5. Čemu je roven výraz ap mod p, pokud prvočı́slo p dělı́ a?

Věta 2. Necht’a je nezáporné celé čı́slo a p je prvočı́slo, které nedělı́ a (pı́šeme
p - a). Potom

ap mod p � a mod p, (6)

tedy zbytky po dělenı́ čı́sel ap, a čı́slem p jsou stejné.

Důkaz. Postupujme indukcı́ vzhledem k a.

1. Pro a � 0 je rovnost splněna, nebot’0p mod p � 0

2. Předpokládejme, že tvrzenı́ platı́ pro a � k, tedy pokládejme kp mod
p � k mod p za platné a pokusme se dokázat totéž pro a � k � 1, tj.

pk � 1qp mod p � k � 1 mod p.

Z lemma 1 plyne

pk � 1qp mod p � kp � 1 mod p,

z indukčnı́ho předpokladu pak

kp � 1 mod p � k � 1 mod p.

�

Existujı́ celé dokumenty, které se zabývajı́ různými důkazy Malé Fermatovy věty,
napřı́klad viz6 [5].

Poznámka 2. Tuto větu lze přeformulovat různými způsoby:

ap mod p � a mod pô ap�1 mod p � 1ô p | ap�1 � 1ô p | ap � a (7)

Množina Gp a jejı́ generátory
Pro každé p označme

Gp � t1, 2, 3, . . . , p� 1u.
Generátorem této množiny budeme rozumět každé čı́slo g takové, že

Gp � tg1 mod p, g2 mod p, g3 mod p, . . . , gp�1 mod pu.
6Zejména v tomto přı́padě rozhodně preferuji anglickou verzi před českou.
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Přı́klad 4. Je čı́slo 6 generátorem množiny G13?

61 mod 13 � 6
62 mod 13 � 10
63 mod 13 � p10 � 6q mod 13 � 8
64 mod 13 � p8 � 6q mod 13 � 9
65 mod 13 � 2
66 mod 13 � 12
67 mod 13 � 7
68 mod 13 � 3
69 mod 13 � 5
610 mod 13 � 4
611 mod 13 � 11
612 mod 13 � 1

Tedy t61, 62, 63, . . . , 612u � t6, 10, 8, 9, 2, 12, 7, 3, 5, 4, 11, 1u � t1, 2, 3, . . . , 13� 1u.
Čı́slo g � 6 je tedy generátorem množiny G13.

�

Poznámka 3. Všimněme si, že evidentně 613 � 6, 614 � 10, 615 � 8 atd. Vidı́me,
že celá sekvence se opět opakuje. Proč?

Přı́klad 5. Je čı́slo 8 generátorem množiny G13?

81 mod 13 � 8
82 mod 13 � 5
83 mod 13 � 1
84 mod 13 � 8
85 mod 13 � 5
86 mod 13 � 1
87 mod 13 � 8
88 mod 13 � 5
89 mod 13 � 1
810 mod 13 � 8
811 mod 13 � 5
812 mod 13 � 1

Tedy t81, 82, 83, . . . , 812u � t8, 5, 1u. Čı́slo g � 8 tedy nenı́ generátorem množiny
G13.

�

Poznámka 4. Oba přı́pady ilustrujı́ platnost Malé Fermatovy věty.
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Diffie-Hellman-Merkle distribuce klı́čů
Césarovu šifru je jednoduché rozšifrovat, známe-li jejı́ algoritmus. Zdálo by se,
že je tedy nutné tajit algoritmy šifer. Modernı́ kryptologie však razı́ opačný trend:
algoritmus je nutné zpřı́stupnit širokému spektru lidı́ a podrobit jej tı́m tvrdé
kryptoanalýze. Bezpečnost šifry potom spočı́vá výhradně na bezpečnosti klı́čů a,
uvažujeme-li o symetrické šifře, jejich distribuci. Jednou z možnostı́, jak klı́če
distribuovat je algoritmus, jehož autory jsou Whitfield Diffie, Martin Hellman a
Ralph Merkle.
Dejme tomu, že si chce Alice s Bedřichem vyměnit důvěrnou informaci, jı́ž se
nesmı́ zmocnit Eva, napřı́klad klı́č k symetrickému šifrovánı́. PodleDHM budou
postupovat takto7:

Alice Eva Bedřich
zvolı́ prvočı́slo p

a k němu generátor
g   p množiny Gp;
pošle je Bedřichovi

Ñ potenciálně zná
p a g Ñ zná p a g

zvolı́ náhodné
čı́slo rA (tajné)

zvolı́ náhodné
čı́slo rB (tajné)

vypočı́tá
x � grA mod p

a pošle Bedřichovi

Ð
Ñ

potenciálně zná
x, y

Ð
Ñ

vypočı́tá
y � grB mod p

a pošle Alici
vypočı́tá
tajný klı́č

k � yrA mod p
� grA�rB mod p

vypočı́tá
tajný klı́č

k � xrB mod p
� grA�rB mod p

Tabulka 1: Diffie-Hellman-Merkle algoritmus

Přı́klad 6.

Na rozdı́l od Caesarovy šifry si jednotlivé strany klı́č nevolı́. Vzhledem k tomu,
že klı́č vzniká z náhodných čı́sel rA a rB, sám je také náhodné čı́slo.
Celá bezpečnost DHM stojı́ na obtı́žnosti ze znalosti x � grA , y � grB zı́skat
tajná čı́sla rA a rB. Pokud by tomu tak nebylo, Eva po zı́skánı́ těchto čı́sel okamžitě
vypočı́tá k � grA�rB .

7Zdroj: [3]
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Alice Eva Bedřich
p :� 13, g :� 6 Ñ p � 13 a g � 6 Ñ p � 13 a g � 6

rA :� 11 rB :� 5

x � 611 mod 13 � 11
Ð
Ñ x � 11, y � 2

Ð
Ñ y � 65 mod 13 � 2

soukromý klı́č
k � 211 mod 13 � 7

soukromý klı́č
k � 115 mod 13 � 7

Tabulka 2: Přı́klad průběhu DHM

Alice nynı́ napřı́klad8 může zašifrovat zprávu M   p vynásobenı́m soukromým
klı́čem

CpMq � pM � kq mod p

a obdržet tı́m šifrovanou zprávu C.
Bedřich poté C dešifruje vynásobenı́m pC � k�1q mod p � pC � g�rA�rBq mod p:

pC � k�1q mod p � ppM � kq � k�1q mod p � pM � 1q mod p �M

Komunikace tedy vypadá následovně:

Alice C
ÝÑ Bedřich

C � pM � kq mod p M � pC � k�1q mod p

Bedřich může pak vypočı́tat inverznı́ prvek užitı́m Malé Fermatovy věty:

xpp�1q�rB � pgrAqpp�1q�rB � grA�pp�1q�rA�rB

� pgp�1qrA � g�rA�rB � 1 � g�rA�rB � k�1

vše mod p.

Přı́klad 7.

Navážeme-li na přı́klad 6 (p � 13, rB � 5, k � 7), symetrická šifra by pro
M � 12 mohla probı́hat takto:

8Klı́č může být vstupem jakékoliv symetrické šifře.
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Alice C � 6
ÝÑ Bedřich

M � 12
k�1 � xpp�1q�rB mod p

� 11p12�5q mod 13 � 2
C � pM � kq mod p

� p12 � 7q mod 13 � 6
M � pC � k�1q mod p

� p6 � 2q mod 13 � 12

Úloha 6. Jak zjistı́ prvek k�1 � g�rA�rB Alice? Uved’te přı́klad šifrované komu-
nikace pro Bedřichovu zprávu M � 3, jejı́ž přı́jemcem je Alice.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Modular arithmetic.

[3] Diffie-Hellman key exchange. [cit. 11. května 2011]. Dostupné z :
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Jak lze rozvı́jet a testovat vědecké
myšlenı́ žáků?

Eva Hejnová
Katedra fyziky Přı́rodovědecké fakulty UJEP v Ústı́ nad Labem, eva.hejnova@ujep.cz

Úvod
Stále většı́ počet škol v současné době využı́vá ve výuce interaktivnı́ tabule,
interaktivnı́ učebnice apod. Žáci většinou oceňujı́ využı́vánı́ těchto modernı́ch
pomůcek, nebot’ jim nabı́zejı́ méně stereotypnı́ formu výuky. Také mnozı́ učitelé
tyto prostředky rádi využı́vajı́, mnozı́ k nim však stále přistupujı́ s nedůvěrou a
někteřı́ je odmı́tajı́ úplně. V přı́spěvku bude nejprve krátce představeno dalšı́ z řady
CD (Vlastnosti látek a těles), které vydalo v roce 2011 nakladatelstvı́ Prometheus
jako pomůcku pro práci s interaktivnı́ tabulı́. V dalšı́ části přı́spěvku se zaměřı́m na
přı́klady úloh, vybraných z nového CD, které mohou přispı́vat k rozvoji kritického
(vědeckého) myšlenı́ žáků. V poslednı́ části přı́spěvku uvedu několik základnı́ch
informacı́ o Lawsonově testu vědeckého uvažovánı́, který účastnı́ci letnı́ školy
řešili.

Základnı́ informace o novém CD (Vlastnosti látek a
těles)
V roce 2009 připravilo nakladatelstvı́ Prometheus pro podporu interaktivnı́ výuky
fyziky CD s multimediálnı́mi prezentacemi pro výuku fyziky na ZŠ s možnostı́
využitı́ na interaktivnı́ tabuli [3] , které zahrnuje učivo tématického celku Měřenı́
fyzikálnı́ch veličin. Dalšı́ CD z této řady, které vyšlo začátkem roku 2011, je za-
měřeno na téma Vlastnosti látek a těles [4] . Obě CD doplňujı́ učebnici autorů
R. Kolářová a kol.: Fyzika pro 6. ročnı́k ZŠ, dobře však posloužı́ i učitelům,
kteřı́ učı́ podle jiných učebnic. Autorský kolektiv je tvořen didaktiky i učiteli ze
základnı́ch škol (E. Hejnová, Přı́rodovědecká fakulta UJEP, Ústı́ nad Labem, R.
Kolářová, Matematicko-fyzikálnı́ fakulta UK, Praha, V. Bdinková, Základnı́ škola,
Novolı́šenská 10, Brno, V. Kamenická, Základnı́ škola, Uhelný trh 4, Praha 1).
CD Vlastnosti látek a těles zahrnuje pět předváděcı́ch sešitů: Tělesa a látky, Sı́ly,
Stavba látek, Elektrovánı́ a Magnety. Stejně jako v předchozı́m CD jsme do jednot-
livých prezentacı́ zařazovali zejména různé typy úloh, přičemž důraz jsme kladli
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zejména na využitı́ fyzikálnı́ch poznatků v běžném životě a na mezipředmětové
vazby. Ke zvýšenı́ motivace žáků přispěje i maximálnı́ snaha zařazovat zajı́mavé
problémové úlohy, náměty na samostatnou práci, různé soutěže, využı́vánı́ odkazů
na webové stránky atd. Učitel také může prezentace podle svých představ upravo-
vat, doplňovat a aktualizovat. Podrobnějšı́ popis k uspořádánı́ jednotlivých sešitů
lze nalézt v publikaci [5] . Ukázky úloh z CD jsou ke staženı́ na stránkách naklada-
telstvı́ Prometheus [9] . Většina úloh je doplněna metodickými poznámkami, které
učiteli usnadňujı́ přı́pravu na výuku a často zahrnujı́ i dalšı́ náměty na aktivity,
jež lze se žáky provádět v souvislosti s uvedenou úlohou nebo problémem. Na
mnoha stránkách v předváděcı́ch sešitech jsou uvedeny odkazy na internet, kde
lze najı́t dalšı́ zajı́mavosti, informace k danému tématu, obrázky, applety apod.
Některé stránky obsahujı́ také námět na provedenı́ pokusu. Pro snazšı́ provedenı́
experimentu je stránka doplněna názornými fotografiemi, přı́padně videonahráv-
kou. Závěrečné stránky každého sešitu zahrnujı́ nejrůznějšı́ zajı́mavosti, nápady,
doplňovačky a náměty na dalšı́ činnosti, které lze v souvislosti s probı́raným té-
matem provádět. Na konec každého předváděcı́ho sešitu jsou zařazeny pojmové
struktury, resp. pojmové mapy. Pojmová mapa je diagram znázorňujı́cı́ vztahy mezi
pojmy uspořádanými v hierarchické struktuře. Lze si ji představit jako převrácený
strom: v hornı́ části mapy je nejobecnějšı́ pojem a ten je spojen čarami (větvemi) se
specifičtějšı́mi pojmy v nižšı́ch úrovnı́ch mapy a z nich se rozvětvujı́ čáry (větve)
k pojmům ještě nižšı́ch úrovnı́ (obr. 1). Pro zachycenı́ vztahů mezi pojmy jsou
použita i tzv. křı́žová spojenı́, tj.čáry propojujı́cı́ pojmy z různých ”větvı́ “. Podob-
nou technikou je myšlenkové mapovánı́ zavedené T. Buzanem [1] . V myšlenkové
mapě je hlavnı́ (obecný) pojem uprostřed a z něj vycházejı́ do všech stran čáry
(větve), na jejichž konci jsou specifičtějšı́ pojmy. Lze si ji představit jako pohled
na strom shora. Ve srovnánı́ s pojmovou mapou nejde o hierarchické uspořádánı́
pojmů a zpravidla nejsou křı́žově propojeny pojmy z různých větvı́. Myšlenkové
mapy si žáci vytvářejı́ individuálně, popř. ve skupinách, mohou být vzájemně zna-
čně odlišné. Žáci je mohou vytvářet postupně např. jak se při probı́ránı́ určitého
tématu seznamujı́ s dalšı́mi pojmy.
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Obrázek 1: Ukázka hotové pojmové mapy z CD

Při vytvářenı́ pojmových map se musı́ žáci zamýšlet i nad hierarchiı́ pojmů a jejich
vzájemnými vztahy. To je obtı́žnějšı́, ale dává jim to hlubšı́ vhled do vztahů mezi
pojmy a usnadňuje to vytvořenı́ celkového obrazu o daném tématu a tı́m napomáhá
i lepšı́mu zapamatovánı́ a využitı́ poznatků. Nácviku vytvářenı́ pojmových map by
mohly pomoci i stránky zařazené na konci každého předváděcı́ho sešitu. Jsou tam
uvedeny jednak hotové pojmové mapy a jednak neúplné mapy, kde žáci doplňujı́ z
nabı́dnutých pojmů. Protože se s touto technikou setkávajı́ žáci v 6. ročnı́ku poprvé,
doplnili jsme i ilustračnı́ obrázky, které jim mohou některé pojmy připomenout.
Učitel podle situace v dané třı́dě může bud’ použı́t hotovou mapu a postupně ji
při probı́ránı́ učiva odkrývat pomocı́ nástroje clona (např. u Měřenı́ fyzikálnı́ch
veličin) nebo zkusit se žáky doplňovat neúplné mapy (obr. 2) po probránı́ tématu
při opakovánı́ a systemizaci učiva, popř. nechat žáky tvořit postupně pojmové
mapy samostatně a pak je porovnat s hotovými mapami.
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Obrázek 2: Ukázka neúplné mapy, kterou žáci na interaktivnı́ tabuli doplňujı́

Rozvoj přı́rodovědné gramotnosti žáků pomocı́ vy-
braných úloh z CD

Výzkum PISA 2006 ukázal [8] , že ”silnou stránkou českých žáků jsou předevšı́m
faktografické znalosti. Problémy jim ale dělalo např. vytvářenı́ hypotéz, využı́vánı́
různých výzkumných metod, experimentovánı́, zı́skávánı́ a interpretace dat,
posuzovánı́ výsledků výzkumu, formulovánı́ a dokazovánı́ závěrů“. Naši žáci byli
podle [6] úspěšnějšı́ při aplikaci vědomostı́ než při rozpoznávánı́ otázek, které
lze vědecky zkoumat a při použı́vánı́ vědeckých důkazů. Výuka přı́rodovědných
předmětů na našich základnı́ch školách zpravidla klade tradičně většı́ důraz ”na
shromažd’ovánı́ a reprodukci teoretických znalostı́ než na podstatu vědeckého
zkoumánı́ a uvažovánı́ “. Navı́c poslednı́ šetřenı́, realizované v roce 2009, ukázalo
[7] , že za časové obdobı́ od roku 2006 do roku 2009 se výsledky českých žáků
v přı́rodovědné části testu významně zhoršily (většı́ pokles ve výsledku svých
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žáků zaznamenalo pouze Rakousko). Z výše uvedených důvodů považuji za
důležité, aby učitel měl možnost zadávat žákům úlohy rozvı́jejı́cı́ vědecké myšlenı́
co nejčastěji. Bohužel takovéto typy úloh se v našich učebnicı́ch a sbı́rkách úloh
vyskytujı́ spı́še sporadicky a jejich zdroje jsou tak značně omezené. Pro učitele
je velmi obtı́žné, aby si tyto typy úloh vymýšlel sám. Domnı́vám se, že některé
úlohy, které jsou uvedeny na CD, mohou dobře posloužit k rozvoji kritického
(resp. vědeckého) myšlenı́ žáků a mohou tak přispı́vat k rozvoji přı́rodovědné
gramotnosti žáků. Děti se pomocı́ těchto úloh učı́ chápat souvislosti a smysl
různých jevů, což se v delšı́m časovém horizontu jevı́ jako významnějšı́ než
předkládáme-li žákům jednotlivé pojmy či různá fakta. Žáci se pomocı́ takových
úloh učı́ rozpoznávat otázky, které je možno zodpovědět pomocı́ vědeckého
zkoumánı́, určovat důkazy nezbytné pro vyvozenı́ určitého závěru, vyvozovat a
srozumitelně formulovat závěry nebo tyto závěry posuzovat. Tento způsob učenı́
předkládané ve formě řešenı́ problémů umožňuje nejen rozvı́jet kritické myšlenı́
žáků, ale přispı́vá též k poznávánı́, lepšı́mu chápánı́ a porozuměnı́ okolnı́ho světa.
Jednotlivé typy těchto úloh, které jsou zařazeny do CD ”Vlastnosti látek a těles“,
je možné rozdělit do následujı́cı́ch čtyř skupin:

Rozhovor mezi dětmi – žáci spolu diskutujı́ o určitém problému, který je navozen
v zadánı́ úlohy a může být doprovázen i kresbou situace či fotografiı́. Žákům může
být předloženo několik možných závěrů či tvrzenı́, z nichž může být jen jedno
správné, nebo mohou být správná všechna. Žáci se tı́mto způsobem učı́ dobře
argumentovat, vytvářet hypotézy, vyvozovat správné závěry apod. (ilustračnı́ úloha
je převzata z [4] ).

Pozorovánı́ fotografiı́ – žáci majı́ na základě svého pozorovánı́ vyvodit správné
závěry, nebo řı́ci, které skutečnosti zachycené na fotografii podporujı́ určitou do-
mněnku (ilustračnı́ úloha je převzata z [4] ).
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Obrázek 3: Rozhovor mezi dětmi

Obrázek 4: Pozorovánı́ fotografiı́
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Pokusy zadané pomocı́ obrázku – žákům je předloženo vyobrazenı́ jednoduchého
pokusu a určitá myšlenka nebo hypotéza, která má být ověřena. Žáci pak majı́ např.
naplánovat, které věci se musı́ porovnávat, jaké proměnné by se měly změnit, jaké
kroky musı́ udělat, aby zı́skali potřebné údaje atd. (ilustračnı́ úloha je převzata z
[4] ).

Obrázek 5: Pokusy zadané pomocı́ obrázku
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Obrázek 6: Informace z letáku, novin atd.

Informace z letáku, novin atd. – žákům je předložen stimulačnı́ materiál ve
formě textu a otázka, kterou majı́ zodpovědět. V těchto úlohách je pak zpravidla
vyžadováno vysvětlenı́ nějakého jevu nebo zhodnocenı́ dané situace, při které žáci
prokazujı́ porozuměnı́ určitému fyzikálnı́mu poznatku (ilustračnı́ úloha je převzata
z [4] ).

Lawsonův test vědeckého uvažovánı́

Pokud chce učitel zjistit, jak kvalitně jeho žáci zvládajı́ vědecké myšlenı́, nezávisle
na konkrétnı́m tematickém celku a konkrétnı́ch znalostech, může mu k tomuto
účelu dobře sloužit Lawsonův test vědeckého uvažovánı́ [2] . Tento test vytvořil
A. E. Lawson na konci 70. let a vycházel přitom z výzkumů J. Piageta. Test
vypovı́dá o tom, jaké úrovně vědeckého uvažovánı́ daný respondent dosáhl. V
testu jsou použity otázky se stoupajı́cı́ náročnostı́. Použı́vajı́ se různé varianty
(do češtiny byla přeložena varianta s 24 otázkami), ale základnı́ princip je vždy
zachován. Tı́mto základnı́m principem je, že se hodnotı́ odpověd’na danou otázku
a současně zdůvodněnı́ této odpovědi (kromě poslednı́ch dvou otázek, které jsou
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nezávislé). Jako přı́klad zde uvádı́m 11. a 12. úlohu, která patřı́ k těm obtı́žnějšı́m
(z 19 učitelů vyřešilo správně obě dvě úlohy pouze 12):
11. Do každé ze čtyř skleněných trubiček dáme dvacet ovocných mušek. Trubičky
těsně uzavřeme. Trubičky I a II jsou zčásti pokryty černým papı́rem. Trubičky III
a IV nejsou vůbec zakryté. Trubičky jsou umı́stěny tak, jak to ukazuje obrázek.
Pak je vystavı́me červenému světlu po dobu pěti minut. Na obrázku jsou uvedeny
počty mušek v nezakrytých částech trubiček.

Obrázek 7

Tento experiment ukazuje, že mušky reagujı́ (to znamená, že se posunou blı́ž nebo
dál) na: a) červené světlo, ale ne na gravitaci b) gravitaci, ale ne na červené světlo
c) červené světlo i na gravitaci d) nereagujı́ ani na červené světlo ani na gravitaci
12. protože a) většina mušek je v hornı́ části trubičky III, ale jsou rozmı́stěny
zhruba rovnoměrně v trubičce II. b) většina mušek nejde ke dnu trubiček I a III. c)
mušky potřebujı́ světlo, aby viděly a musı́ letět proti gravitaci. d) většina mušek
je v hornı́ch koncı́ch a v osvětlených koncı́ch trubiček. e) nějaké mušky jsou na
obou koncı́ch každé trubičky. 5. Závěr V současné době má možnost velký počet
základnı́ch škol zı́skat finančnı́ prostředky na za-koupenı́ interaktivnı́ch tabulı́ i
dalšı́ch prostředků ICT prostřednictvı́m různých projektů. Mimopražské základnı́
školy je často zı́skávajı́ zejména pomocı́ tzv. šablon z Evropského sociálnı́ho fondu
(jedná se o šablonu III ”Využı́vánı́ ICT“ a šablonu V ”Přı́rodnı́ vědy“), praž-ské
základnı́ školy pak mohou zı́skávat projekty z různých operačnı́ch programů vy-
hlašovaných MŠMT. Zefektivněnı́ pedagogické práce přinášejı́ zejména hotové
prezentace, které vytvořili sami učitelé a jež jsou dostupné např. na internetu (viz
např. portál www.veskole.cz, http://rvp.cz atd.). V reakci na potřebu nových inter-
aktivnı́ch materiálů začala také mnohá nakladatelstvı́ (Prometheus, Fraus Terasoft,
Nová škola, Conti SW apod.) vytvářet takové produkty pro výukové potřeby škol.
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Domnı́vám se, že interaktivnı́ prezentace, které jsme vytvořili, dobře posloužı́ jako
výukový materiál pro smysluplné využitı́ interaktivnı́ tabule. V neposlednı́ řadě
mohou být úlohy a dalšı́ náměty prezentované na CD také zajı́mavým inspirač-
nı́m zdrojem pro vlastnı́ tvorbu digitálnı́ch učebnı́ch materiálů (tzv. DUMů), které
zpravidla bývajı́ nedı́lnou součástı́ řešenı́ různých projektů.
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základnı́ škole. Matematika-fyzika-informatika, únor 2010, roč. 19, č. 6, s.
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Jedno zkoumánı́
kladných celých čı́sel

Jan Kopka
katedra matematiky Přı́rodovědecké fakulty UJEP, jan.kopka@ujep.cz

Zkoumánı́ matematické situace:
Matematická situace ÝÑ experimentovánı́ ÝÑ hypotéza ověřenı́ ÝÑ důkaz ÝÑ
mat. věta. V centru této cesty stojı́ vyslovenı́ hypotézy. Nynı́ ukážeme zajı́mavé
zkoumánı́ celých čı́sel, v jehož rámci vyslovı́me několik hypotéz. To povede k
vytvořenı́ určité mini–teorie. Čtenář si i pomocı́ tohoto článku může prohloubit
svoji představu o tom, jak se pracuje v matematice.

Problém 1. Součet za sebou jdoucı́ch kladných celých čı́sel
Zkoumejte, která kladná celá čı́sla můžeme vyjádřit jako součet za sebou jdoucı́ch
kladných celých čı́sel? Např. 7 � 3� 4 a 15 � 1� 2� 3� 4� 5.

Řešenı́. Protože o této problematice prozatı́m nic nevı́me, začneme experimento-
vánı́m. Jsou možné minimálně dva způsoby jak postupovat:

a) Prvnı́ způsob představuje strategii cesta zpět. Vezmeme nejprve za sebou jdoucı́
dvojice, pak trojice, pak čtveřice, atd. kladných celých čı́sel a vypočı́táme jejich
součty. Např.

1� 2 � 3 1� 2� 3 � 6 1� 2� 3� 4 � 10
2� 3 � 5 2� 3� 4 � 9 2� 3� 4� 5 � 14
3� 4 � 7 3� 4� 5 � 12 3� 4� 5� 6 � 18

...
...

...

Toto experimentovánı́ nám ukazuje, že celá čı́sla 3, 5, 7, 6, 9, 12, 10, 14, 18
můžeme zapsat jako součet za sebou jdoucı́ch čı́sel. Pokud je uspořádáme
podle velikosti, dostaneme posloupnost

3, 5, 6, 7, 9, 10, 12, 14, 18, . . .

a můžeme objevit zákonitost – která čı́sla v posloupnosti jsou a která nikoliv.
Ponecháme čtenáře, aby v tomto způsobu zkoumánı́ pokračoval. Pozname-
nejme však, že než budete zkoumat výslednou posloupnost, tak určete ještě
dalšı́ součty. V námi uvedené části této posloupnosti totiž určitě ještě některá
čı́sla chybı́.

35



b) Druhý způsob představuje také systematické experimentovánı́. Spočı́vá v tom,
že budeme postupně brát podle velikosti jednotlivá přirozená čı́sla, tj. čı́sla
1, 2, 3, 4, . . . a pokusı́me se zapisovat je jako součet za sebou jdoucı́ch čı́sel.
My v dalšı́m zvolı́me právě tento druhý způsob experimentovánı́.
Experimentovánı́:

1 � 0� 1 Neplatı́, 0 nenı́ kladné čı́slo.
2 � Nelze.
3 � 1� 2 Ano.
4 � Opět nelze.
5 � 2� 3 Ano.

Po tomto experimentovánı́ můžeme vyslovit hypotézu:
Hypotéza 1: Sudá kladná celá čı́sla nelze vyjádřit jako součet za sebou jdoucı́ch
kladných celých čı́sel.
Pokračujme v systematickém experimentovánı́:

6 � 1� 2� 3 Ano. 9 � 2� 3� 4 Ano.
7 � 3� 4 Ano. 10 � 1� 2� 3� 4 Ano.
8 � Nelze. 11 � 5� 6 Ano.

Experiment pro čı́slo 6 nebo 10 ukazuje, že hypotéza 1 neplatı́. Každý z těchto
přı́kladů hypotézu vyvracı́. Čtenář může v experimentovánı́ ještě pokračovat. My
jsme zjistili, že čı́sla 1, 2, 4 a 8 nelze vyjádřit ve tvaru součtu. Jsou to mocniny
čı́sla 2. Proto můžeme vyslovit :
Hytotéza 2: Mocniny čı́sla 2 nelze vyjádřit jako součet za sebou jdoucı́ch klad-
ných celých čı́sel.
Hypotézu 2 můžeme testovat např. pomocı́ čı́sla 24 � 16. Zjistı́me, že ani toto
čı́slo nelze vyjádřit v požadovaném součtovém tvaru. Proto nynı́ ještě vı́ce věřı́me,
že hypotéza 2 platı́. Dokázat ji však v tuto chvı́li neumı́me. Pokud čtenář udělá
ještě několik dalšı́ch experimentů, pak jistě spolu s námi dojde k závěru, že platı́:
Hypotéza 3: Všechna kladná celá čı́sla, s výjimkou mocnin čı́sla 2, lze vyjádřit
jako součet za sebou jdoucı́ch kladných celých čı́sel.
Jak dokázat hypotézu 2 a 3? V prvnı́ řadě se pokusı́me nalézt nějakou vlastnost,
která od sebe odlišuje mocniny čı́sla 2 a ostatnı́ kladná celá čı́sla. Pomocı́ takovéto
vlastnosti se nám pak může podařit důkazy provést. Z teorie dělitelnosti vı́me,
že mocniny čı́sla 2 majı́ jediného prvočı́selného dělitele a tı́m je čı́slo 2. Všichni
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dělitelé mocnin čı́sla 2 jsou proto sudá čı́sla, s výjimkou čı́sla 1. Naproti tomu
ostatnı́ kladná celá čı́sla majı́ vždy alespoň jednoho lichého prvočı́selného dělitele
různého od čı́sla 1. Přı́klad: Dělitelé čı́sla 25 � 32 jsou: 32, 16, 8, 4, 2, 1. Všichni
dělitelé s výjimkou čı́sla 1 jsou sudá čı́sla.
Dělitelé čı́sla 24 jsou: 24, 12, 8, 6, 4, 3, 2, 1. Tady je lichý dělitel různý od čı́sla 1.
Je to čı́slo 3.
Máme tedy určitou vlastnost, která od sebe naše dva druhy čı́sel odlišuje. Přefor-
mulujme proto pomocı́ této vlastnosti hypotézy 2 a 3.
Hypotéza 2a: Jestliže má kladné celé čı́slo n pouze sudé dělitele mimo čı́slo 1,
pak n nelze vyjádřit jako součet za sebou jdoucı́ch kladných celých čı́sel.
Hytotéza 3a: Jestliže má kladné celé čı́slo n alespoň jednoho lichého dělitele
různého od čı́sla 1, pak n lze vyjádřit jako součet za sebou jdoucı́ch kladných
celých čı́sel. Začneme hypotézou 3a. Pokusı́me se objevit ideu jejı́ho důkazu. Da-
lšı́ experimentovánı́ nám pomůže ukázat, jak přı́tomnost lichého dělitele čı́sla n
umožnı́ napsat toto čı́slo v součtovém tvaru. Vezměme čı́sla, která majı́ alespoň
jednoho lichého dělitele, např. násobky čı́sel 3, 5 a 7.

Násobky čı́sla 3: Násobky čı́sla 5:
1 � 3 � 1 � 2 1 � 5 � 2 � 3
2 � 3 � 1 � 2 � 3 2 � 5 � 1 � 2 � 3 � 4
3 � 3 � � 2 � 3 � 4 3 � 5 � 1 � 2 � 3 � 4 � 5
4 � 3 � 3 � 4 � 5 4 � 5 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6

Obecně

g � 3 � pg� 1q� g�pg� 1q g � 5 � pg� 2q� pg� 1q� g�pg� 1q� pg� 2q

Násobky čı́sla 7:

1 � 7 � 3� 4 4 � 7 � 1� 2� 3� 4� 5� 6� 7
2 � 7 � 2� 3� 4� 5 5 � 7 � 2� 3� 4� 5� 6� 7� 8
3 � 7 � 1� 2� 3� 4� 5� 6 6 � 7 � 3� 4� 5� 6� 7� 8� 9

Obecně

g � 7 � pg � 3q � pg � 2q � pg � 1q � g � pg � 1q � pg � 2q � pg � 3q

Poznamenejme, že uvedené obecné formule platı́ pouze tehdy, když je čı́slo g
dostatečně velké.
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A nynı́ obecně: Jestliže má kladné celé čı́slo n lichého dělitele 2k � 1 (kde k je
kladné celé čı́slo), to znamená, když n můžeme zapsat ve tvaru

n � gp2k � 1q, (1)

pak n můžeme zapsat i jako součet

n � pg�kq� . . .�pg�2q� pg�1q� g�pg�1q� pg�2q� . . .�pg�kq. (2)

Skutečně, jestliže sečteme výrazy (termy) na pravé straně formule (2), dostaneme
výraz (term) na pravé straně formule (1). Formule (2) představuje největšı́ objev
našeho dosavadnı́ho snaženı́. Řı́ká, že čı́slo n, které lze zapsat ve tvaru (1) je
součet 2k � 1 za sebou jdoucı́ch celých čı́sel, přičemž uprostřed je čı́slo g. Toto
už téměř představuje zdůvodněnı́ hypotézy 3a. Bohužel ale ne všechny výrazy na
pravé straně formule (2) musı́ představovat kladná čı́sla. Např. jestliže použijeme
formuli (2) na n � 3, 5, 7, 10 a 14, dostaneme:

3 � 1 � 3 � 0� 1� 2

5 � 1 � 5 � �1� 0� 1� 2� 3

7 � 1 � 7 � �2� p�1q � 0� 1� 2� 3� 4

10 � 2 � 5 � 0� 1� 2� 3� 4

14 � 2 � 7 � �1� 0� 1� 2� 3� 4� 5

Jestliže vezmeme např. vyjádřenı́ čı́sla 7 a odstranı́me nulu a navı́c provedeme vy-
krácenı́ záporných a odpovı́dajı́cı́ch kladných čı́sel dostaneme již naše požadované
vyjádřenı́ pouze pomocı́ samých kladných čı́sel.

7 � 1 � 7 � �2� p�1q � 0� 1� 2� 3� 4 � 3� 4

Nynı́ již máme ideu důkazu.

Důkaz. (hypotézy 3a) Necht’kladné celé čı́slo n má lichého dělitele 2k � 1. Pak
n lze napsat ve tvaru (1). Nynı́ již vı́me, že n můžeme přepsat do tvaru (2)

n � pg � kq � ...� pg � 2q � pg � 1q � g � pg � 1q � pg � 2q � ...� pg � kq,

kde g je také dělitel čı́sla n. Jak na pravé straně formule (2) dostaneme dvě
nebo vı́ce kladných celých čı́sel? Jestliže je v součtu čı́slo 0, pak ho můžeme
vyškrtnout. Pokud jsou tam záporná čı́sla, můžeme je vykrátit s odpovı́dajı́cı́mi
kladnými čı́sly. Celkový součet čı́sel je i po vykrácenı́ a odstraněnı́ nuly stejný,
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tzn. n. Kladných čı́sel je vı́c než záporných (celkový součet je kladné čı́slo n), a
proto tam po krácenı́ nějaká kladná čı́sla zůstanou. Nemůže tam zůstat pouze jedno
čı́slo? Nemůže. Původnı́ počet všech čı́sel byl vyjádřen lichým čı́slem. Dáme-li
nulu pryč a provedeme-li vykrácenı́, odstranı́me lichý počet čı́sel. Pokud od lichého
čı́sla odečteme liché čı́slo, dostaneme čı́slo sudé. Po vykrácenı́ proto musı́ zůstat
na pravé straně formule (2) sudý počet čı́sel, tedy nejméně dvě. �

Po tomto důkazu můžeme hypotézu 3a přejmenovat na větu.

Věta 3. Jestliže má kladné celé čı́slo n alespoň jednoho lichého dělitele různého
od čı́sla 1, pak n lze vyjádřit jako součet za sebou jdoucı́ch kladných celých čı́sel.

Ted’ již máme určité zkušenosti se zkoumanou problematikou a tak nás může
napadnout, že i obrácenı́ věty 1 by mohlo platit.

Věta 4. Jestliže lze kladné celé čı́slo n vyjádřit jako součet za sebou jdoucı́ch
kladných celých čı́sel, pak má n alespoň jednoho lichého dělitele různého od čı́sla
1.

Důkaz. Zapišme n ve tvaru n � g1�g2� . . .�gr, kde g1, g2, . . . , gr jsou za sebou
jdoucı́ kladná celá čı́sla. Uvažujme dva přı́pady:

a) r je liché čı́slo

b) r je sudé čı́slo

Přı́pad a): Čı́slo n zapı́šeme pomocı́ formule (2). Čı́slo uprostřed součtu označı́me
g. Skutečnost, že čı́slo r je liché garantuje, že je zde prostřednı́ člen. Pak stejně
jako při našem experimentovánı́ můžeme čı́slo n napsat ve tvaru n � g � p2k� 1q.
Mı́sto 2k�1 bychom samozřejmě mohli nynı́ psát r. Vidı́me, že čı́slo nmá lichého
dělitele většı́ho než 1 a je to čı́slo 2k � 1.
Přı́pad b): Nemůžeme postupovat jako v přı́padě a), protože zde nenı́ prostřednı́
člen. Můžeme však součet g1 � g2 � . . . � gr „rozšı́řit“ doleva tak, že přidáme
kladná čı́sla až k nule, nulu a záporných tolik, kolik jsme přidali kladných. K
původnı́mu součtu tak přidáme součet

�pg1 � 1q � ...� p�2q � p�1q � 0� 1� 2� ...� pg1 � 1q.
Vzniklý součet je stejný jako původnı́, tzn. n, protože jsme přidali nulu a dále platı́,
že přidaná záporná čı́sla se dajı́ vykrátit s odpovı́dajı́cı́mi přidanými kladnými čı́sly.
Počet sčı́taných čı́sel je však nynı́ lichý. Tı́mto rozšı́řenı́m jsme zı́skali situaci, která
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je stejná jako v přı́padě a). Čı́slo n je nynı́ rozepsané tak, jak předepisuje formule
(2) a jejı́ pravou stranu můžeme upravit do tvaru formule (1). Ta nám již řı́ká, že
čı́slo n má lichého dělitele většı́ho než 1. �

Je těžké řı́ci, jak jsme vymysleli v části b) „trik“ rozšı́řenı́ součtu. Byli jsme moti-
vováni tı́m, že jsme chtěli situaci b) převést na již vyřešenou situaci a). Takovéto
triky se v matematice občas vyskytujı́. Je to ukázka tvůrčı́ stránky matematiky.
Větu 1 a k nı́ obrácenou větu 2 můžeme spojit do jedné věty.

Věta 5. Kladné celé čı́slo n lze vyjádřit jako součet za sebou jdoucı́ch kladných
celých čı́sel, právě když má n alespoň jednoho lichého dělitele různého od čı́sla 1.

Vrat’me se k hypotéza 2a. Ta zatı́m dokázaná nenı́. Ted’ by to však měla být už
„hračka“. Protože mocniny čı́sla 2 majı́ pouze sudé dělitele s výjimkou čı́sla 1,
nenı́ možné je podle věty 3 rozložit na součet za sebou jdoucı́ch kladných celých
čı́sel. Tato hypotéza je tak jednoduchým důsledkem věty 3. Přesto ji vyslovı́me
jako samostatnou větu.

Věta 6. Mocniny čı́sla 2 nelze vyjádřit jako součet za sebou jdoucı́ch kladných
celých čı́sel.

Vyslovme inspiraci pro dalšı́ zkoumánı́.
Některá celá čı́sla lze vyjádřit jako součet za sebou jdoucı́ch kladných celých čı́sel
různým způsobem, např.:

18 � 5� 6� 7 � 3� 4� 5� 6.

Problém: Zkoumejte, kolika způsoby lze dané kladné celé čı́slo n vyjádřit jako
součet za sebou jdoucı́ch kladných celých čı́sel.
Můžeme opět experimentovat. K zı́skánı́ odpovědi nám však stačı́ výše uvedená
mini-teorie. Ted’ již vı́me, že ke každému lichému děliteli čı́sla n (a právě jenom
k němu) existuje rozklad čı́sla n na požadovaný součet. Formule (2) dokonce uka-
zuje, jak se tento rozklad vytvořı́. Řešenı́ vysloveného problému je proto obsaženo
v následujı́cı́ větě:

Věta 7. Necht’n je kladné celé čı́slo. Počet reprezentacı́ čı́sla n jako součtů za
sebou jdoucı́ch kladných celých čı́sel je stejný, jako je počet lichých dělitelů čı́sla
n různých od čı́sla 1.

Demonstrujme větu 5 i s ukázkou vytvořenı́ všech rozkladů pomocı́ následujı́cı́ho
přı́kladu.
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Přı́klad 1. Čı́slo 30 � 2 � 3 � 5 má tři liché dělitele: 3, 5 a 3 � 5 � 15. Lze proto
zapsat trojı́m způsobem jako součet za sebou jdoucı́ch kladných celých čı́sel.
Součet třı́ za sebou jdoucı́ch kladných čı́sel: 30 � 9� 10� 11.
Součet pěti za sebou jdoucı́ch kladných čı́sel: 30 � 4� 5� 6� 7� 8.
Součet patnácti za sebou jdoucı́ch čı́sel (nebo po vykrácenı́ čtyř za sebou jdoucı́ch
kladných celých čı́sel):

30 � p�5q�p�4q�p�3q�p�2q�p�1q�0�1�2�3�4�5�6�7�8�9 � 6�7�8�9
Tı́m naše zkoumánı́ končı́. Na závěr však ještě uvedeme dvě didaktické poznámky:

Poznámka. Při zkoumánı́ můžeme využı́t geometrickou cestu a vzı́t na pomoc
následujı́cı́ obrázky:

Obrázek 1

Protože obrázky vypadajı́ jako složené dřı́vı́ (kmeny stromů) nebo složené roury,
nazývajı́ se někdy zı́skaná čı́sla „rourová“. Původnı́ problém by pak mohl znı́t:
Určete, která čı́sla jsou rourová. Pokud je na obrázku celý „trojúhelnı́k“, odpovı́dá
mu trojúhelnı́kové čı́slo. Pokud je na obrázku „seřı́znutý“ trojúhelnı́k, pak čı́slo,
které mu odpovı́dá je rozdı́lem dvou trojúhelnı́kových čı́sel.

Poznámka. K centrálnı́ formuli

n � pg � kq � ...� pg � 2q � pg � 1q � g � pg � 1q � pg � 2q � ...� pg � kq
můžeme dospět např. pomocı́ následujı́cı́ch přı́kladů

4 � 3 � 4� 4� 4 � p4� 1q � 4� p4� 1q
nebo

6 � 5 � 6� 6� 6� 6� 6 � p6� 2q � p6� 1q � 6� p6� 1q � p6� 2q.
Podstatné při objevovánı́ je samozřejmě to, že stejných sčı́tanců je lichý počet,
přičemž od prostřednı́ho čı́sla doprava postupně čı́sla zvětšujeme o 1, 2, 3, atd. a
doleva čı́sla zmenšujeme o 1, 2, 3, atd.
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Magický čtverec a hra s mincemi
Jan Kopka

katedra matematiky Přı́rodovědecké fakulty UJEP, jan.kopka@ujep.cz

Tlačı́tka na mobilnı́m telefonu

Magické čtverce fascinovaly matematiky již ve starověku1. Mezi nejznámějšı́ ma-
gické čtverce patřı́ dnes čtverec, který je na mědirytině Melancholie od Albrechta
Dürera z roku 1514. V tomto článku ukážeme jeden velmi jednoduchý přı́pad
takového čtverce.

(a) Melancholie (b) Detail magického čtverce

Obrázek 1: Přı́klad magického čtverce

Úloha 1. Čı́selná tlačı́tka na mobilu jsou uspořádaná do následujı́cı́ho čtverce (viz
obr. 2):

1K následujı́cı́ velmi zajı́mavé problematice inspiroval autora prof. M. Trenkler z PF KU
Ružomberok, který se problematikou magických čtverců již delšı́ dobu zabývá.
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1 2 3
4 5 6
7 8 9

Obrázek 2

Sečteme-li všechna čı́sla ve druhém sloupci nebo všechna čı́sla ve druhém řádku,
či v hlavnı́ nebo vedlejšı́ diagonále, vždy dostaneme čı́slo 15. Překontrolujte.

Problém 2. Přemı́stěte tlačı́tka na mobilnı́m telefonu (viz obr. 2) tak, aby výše
uvedené součty zůstaly 15, ale navı́c, aby i součty čı́sel ve zbylých řádcı́ch a
sloupcı́ch byly 15. Přemı́stěte při tom minimálnı́ počet tlačı́tek.
Úloha po nás vlastně požaduje sestrojenı́ určitého magického čtverce velikosti
3� 3.
Řešenı́. Můžeme začı́t náhodným experimentovánı́m (strategie pokus – omyl)
nebo experimentovánı́m pokus – ověřenı́ – korekce, ale to nemusı́ vést brzy k
cı́li. Toto experimentovánı́ nám však může pomoci důkladně pochopit problém.
Zamyslı́me se proto nad tı́m, jak postupovat jinak.
Položı́me si otázku, která čı́sla by mohla být umı́stěna do rohů, která mezi ně a
které čı́slo doprostřed čtverce. Součet každých třı́ uvažovaných čı́sel musı́ být 15.
Postupujme tedy obráceně. Najděme všechny možné rozklady čı́sla 15 na součet
třı́ čı́sel. Čı́sla v rozkladech však mohou být pouze čı́sla 1, 2, 3, . . . , 9. Pokud bude
v rozkladu čı́slo 1, dostaneme:

15 � 1� 5� 9

15 � 1� 6� 8

Čı́slo 1 je tedy pouze ve dvou rozkladech, a musı́ proto být umı́stěno někde ve

”středu strany“. Tam se totiž ”protı́ná“ řádek a sloupec. Pokud bude v rozkladu
čı́slo 2, dostaneme:

15 � 2� 4� 9

15 � 2� 5� 8

15 � 2� 6� 7

Čı́slo 2 je ve třech rozkladech, a musı́ proto být umı́stěno někde v rohu čtverce.
Tam se ”protı́ná“ řádek, sloupec a diagonála. Pokud bude v rozkladu čı́slo 3, jsou
takové rozklady opět pouze dva:

15 � 3� 4� 8

15 � 3� 5� 7
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Čı́slo 3 proto musı́ být umı́stěno někde ve středu strany. Budeme-li v tomto roz-
kládánı́ čı́sla 15 pokračovat, zjistı́me, že všechna čı́sla jsou právě ve dvou nebo
právě ve třech rozkladech, pouze čı́slo 5 je právě ve čtyřech rozkladech.

15 � 5� 1� 9

15 � 5� 2� 8

15 � 5� 3� 7

15 � 5� 4� 6

Čı́slo 5 proto musı́ být i při tomto požadovaném přeskupenı́ stále uprostřed čtverce.
Tam se totiž ”protı́ná“ řádek, sloupec a obě diagonály. Na závěr vytvářenı́ všech
možných rozkladů čı́sla 15 můžeme řı́ci:

• Čı́sla 2, 4, 6, 8 musı́ být umı́stěna v rozı́ch.

• Čı́sla 1, 3, 7, 9 musı́ být umı́stěna mezi nimi.

• Čı́slo 5 musı́ být umı́stěno uprostřed čtverce.

Nynı́ můžeme zkoušet vkládat uvedená čı́sla na přı́slušná pole a ověřovat, zda vyšel
magický čtverec. Uděláme-li několik takových experimentů, jistě si uvědomı́me
zákonitost, jak čı́sla do čtverce umı́stit. Jedno takovéto rozmı́stěnı́ je znázorněno
na obr. 3.

2 9 4
7 5 3
6 1 8

Obrázek 3

Čtenář si může překontrolovat, zda opravdu všechny požadované součty jsou 15.
Jsou ještě nějaká dalšı́ řešenı́? Protože čtverec má celkem 8 shodnostı́ (4 osové
souměrnosti a 4 otočenı́ zahrnujı́cı́ i identitu), můžeme pomocı́ nich z našeho
čtverce sestrojit ještě 7 dalšı́ch magických čtverců. Toto však již přenecháme
čtenáři.

Úloha 2. Nynı́, když jsme problém vyřešili, můžete odpovědět na otázku: Kolik
tlačı́tek musı́te přemı́stit, abyste dostali ”magickou“ klávesnici? Odpovězte, než
budete pokračovat ve čtenı́.

Odpověd’. Musı́me přemı́stit všechna tlačı́tka mimo prostřednı́ho tlačı́tka 5.
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Úloha 3. Všech osm magických čtverců 3� 3 má uprostřed čı́slo 5. Kolik dalšı́ch
čı́sel musı́te zadat a kam, aby byl čtverec jednoznačně určen? Odpovězte, než
budete pokračovat ve čtenı́.

K odpovědi se můžeme dostat např. experimentovánı́m se čtvercem na obr. 19.
Musı́me zadat dvě dalšı́ čı́sla, která však nesmı́ ležet ve stejné diagonále, ani ve
stejném řádku nebo sloupci. Navı́c přitom musı́me splnit výše uvedené podmı́nky:
Pokud je čı́slo v rohovém čtverečku, musı́ být sudé a pokud je uprostřed strany,
musı́ být liché. Ještě však musı́ platit, že součet těchto dvou zadaných čı́sel nesmı́
být 10. (Proč?)

Poznámka. Bylo by jistě zajı́mavé mı́t na klávesnici svého mobilu čı́slice uspořá-
dané do magického čtverce, nebylo by to však pravděpodobně přı́liš praktické.

Výše uvedenou úlohu nynı́ můžete obměňovat. Do čtverečků můžete např. vklá-
dat čı́sla 2 až 10 nebo 3 až 11 nebo např. nějakou skupinu čı́sel sudých nebo
prvočı́sla. Mohli byste se pak pokusit vyslovit podmı́nky (alespoň nutné), které
musı́ použitých devět čı́sel splňovat, aby úloha měla řešenı́.

Hra u kulatého stolu
Hrozen je motivován přı́mo základnı́m problémem a nepožaduje téměř žádné
předběžné matematické znalosti.
Hra: Dva hráči A a B majı́ dostatek mincı́ stejné velikosti, aby mohli hrát hru u
kulatého stolu.
Hra má tato pravidla:

1. Hráči pokládajı́ mince střı́davě na stůl tak, aby se nepřekrývaly.

2. Hráč, který jako prvnı́ nemůže položit svoji minci na stůl, prohrává.

Než začneme hrát, bylo by vhodné dohodnout se (definovat), co znamená položit
minci na stůl. V podstatě jsou možné dvě definice:

a) celá jedna strana mince ležı́ na ploše stolu,

b) mince na stole ”držı́ “ (může trochu přesahovat i přes okraj stolu).

Přijměme v celé dalšı́ části definici a). Obecnějšı́ definice b) samozřejmě může vést
na některých mı́stech k jiným závěrům. Na tuto rozdı́lnost čtenáře upozornı́me.
Studenti si mohou hru zahrát a pak jim sdělı́me, že existuje vı́tězná strategie pro
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hráče, který prvnı́ pokládá minci na stůl. Dohodněme se, že označenı́ prvnı́ hráč
a hráč A znamená totéž. Vzhledem k přijaté definici a) bychom však měli dodat,
že vı́tězná strategie pro prvnı́ho hráče může existovat pouze tehdy, když stůl je
dostatečně velký, aby se na něj vešla alespoň jedna mince2. V přı́padě definice
b) by tato podmı́nka z pochopitelných důvodů odpadla. A nynı́ již přistupme k
základnı́mu problému našeho budoucı́ho hroznu.
Základnı́ problém: Zahrajte si hru na modelu stolu a pokuste se objevit vı́těznou
strategii prvnı́ho hráče (hráče A).

Poznámka. Studenti si před zadánı́m problému vystřihli ze čtvrtky kruhy o
průměru 16 cm a přinesli si bud’ mince nebo nějaká stejně velká kolečka dvou
barev. Problematiku jsme zkoušeli na základnı́ a střednı́ škole, ale i na škole vy-
soké. Hra zaujala nejen žáky a studenty, ale i jejich učitele. Byli jsme překvapeni,
že např. i někteřı́ z žáků šestého ročnı́ku vı́těznou strategii po určité, ne přı́liš
dlouhé době objevili. Dodejme však, že zdaleka ne všichni řešitelé z řad dětı́, ale i
dospělých, byli při objevovánı́ vı́tězné strategie úspěšnı́. Proto zdůrazněme, že po-
kud někdo vı́těznou strategii neobjevı́, pak mu ji musı́me sdělit nebo lépe, musı́me
ho k nı́ dovést. Tato skutečnost mu však nikterak nebránı́, aby se aktivně zúčastnil
pozdějšı́ho vytvářenı́ nových problémů a jejich řešenı́. Než však k tomu může
dojı́t, musı́ mı́t dostatek času, aby metodu řešenı́ základnı́ho problému skutečně
pochopil.

Řešenı́. Hráč A položı́ svoji prvnı́ minci do středu stolu a každou dalšı́ minci vždy
středově souměrně s mincı́ svého protihráče. Touto strategiı́ si zajistı́, že může
položit minci vždy, když ji může položit protihráč B (viz obr. 4).

Obrázek 4

2Tato podmı́nka bude normálnı́m lidem připadat přinejmenšı́m podivná, nebot’ stoly obvykle
tuto podmı́nku splňujı́. My ji však vyslovit musı́me, nebot’ se chováme tak, jak se v matematice
slušı́.

47



Tı́m končı́ prvnı́ fáze našı́ metody a můžeme proto přistoupit k fázi druhé. Zo-
pakujme, že v této fázi bud’sami nebo lépe, ve spolupráci se studenty vytvářı́me
pomocı́ základnı́ho problému problémy nové a snažı́me se je vyřešit pomocı́ již
známé vı́tězné strategie prvnı́ho hráče. V tomto demonstračnı́m přı́kladě však ne-
budeme jednotlivé problémy přı́mo vypisovat. Spı́še se zaměřı́me na to, abychom
ukázali několik možných skupin těchto nových problémů.
Prvnı́ variace základnı́ho problému: změna tvaru stolu
Co se stane s vı́těznou strategiı́ prvnı́ho hráče, pokud ke hře užijeme stůl jiného
tvaru. Může to být postupně stůl čtvercový, obdélnı́kový, trojúhelnı́kový, lichoběž-
nı́kový, stůl ve tvaru podkovy atd. (viz obr. 5).

Obrázek 5

Řešenı́. Úlohu řešı́me pro každý stůl zvlášt’a potom zı́skané poznatky zobecnı́me.
Vı́tězná strategie prvnı́ho hráče je zřejmě použitelná pro každý středově souměrný
stůl.

Druhá variace základnı́ho problému: deska stolu s otvory
Počet otvorů může být různý a také jejich rozmı́stěnı́. Zabývejme se zde jenom
nejjednoduššı́ situacı́, kdy středově souměrný stůl má jeden kulatý otvor, a to právě
uprostřed (např. zahradnı́ stůl s otvorem pro slunečnı́k). Co se v tomto přı́padě
stane s vı́těznou strategiı́ prvnı́ho hráče?

Řešenı́. Vı́tězná strategie z prvnı́ho hráče přecházı́ tentokrát na druhého hráče.
Poznamenejme, že v přı́padě výše uvedené definice b) by záleželo na velikosti
uvažovaného otvoru.

Třetı́ variace základnı́ho problému: vı́ce stolů
Hrajte našı́ hru na většı́m počtu středově souměrných stolů. Existuje vı́tězná stra-
tegie pro některého z hráčů?

Řešenı́. Jestliže máme p1q, 3, 5, . . . (obecně lichý počet) středově souměrných
stolů, pak existuje vı́tězná strategie pro prvnı́ho hráče. Řešı́me nejprve pro několik
prvnı́ch přı́padů a potom zobecnı́me. Jestliže máme 2, 4, 6, . . . (obecně sudý počet)
středově souměrných stolů, pak existuje vı́tězná strategie pro druhého hráče. Opět
řešı́me nejprve pro několik prvnı́ch přı́padů a potom zobecnı́me.
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Čtvrtá variace základnı́ho problému: mince různé velikosti
Co se stane s vı́těznou strategiı́ hráče A, jestliže hráči majı́ mince různé velikosti?
Necht’má

a) hráč A většı́ mince než hráč B,

b) hráč B většı́ mince než hráč A.

Řešenı́. V přı́padě a) nelze použı́t vı́těznou strategii hráče A, nebot’hráč B může
snadno vytvořit situaci, kdy hráčA postupujı́cı́ podle této strategie nemůže položit
svojı́ minci (viz např. situace na obr. 6) V přı́padě b) je vı́tězná strategie hráče A
použitelná.

Obrázek 6

Jistě by bylo možné vymyslet dalšı́ variace základnı́ho problému, ale na prvnı́
ukázku to patrně bohatě stačı́. Čtenářově aktivitě však nechceme nikterak bránit,
právě naopak.
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Vytvářenı́ matematické teorie
Jan Kopka

katedra matematiky Přı́rodovědecké fakulty UJEP, jan.kopka@ujep.cz

Čı́selné tabulky
Uspořádánı́ čı́sel do určitých geometrických obrazců je vhodnou situacı́ pro zkou-
mánı́. My se zde budeme zabývat čtvercovou tabulkou.
Co z matematiky předpokládáme? Předpokládáme znalost trojúhelnı́kových čı́-
sel, tj. čı́sel 1, 3, 6, 10, 15, . . ., a vzorce pro výpočet n-tého trojúhelnı́kového čı́sla
Tn, tj.

Tn � npn� 1q
2

.

Tento vzorec lze objevit např. experimentovánı́m.
Problematiku můžeme využı́t např. při probı́ránı́ aritmetických posloupnostı́ nebo
při úpravách algebraických výrazů.

Problém 3. Uvažujme čı́selnou tabulku 1.

1 2 3 4 5 6 . . .
2 4 6 8 10 12 . . .
3 6 9 12 15 18 . . .
4 8 12 16 20 24 . . .
5 10 15 20 25 30 . . .
...

...
...

...
...

... . . .

Tabulka 1

Úkol: Nejprve si pozorně prohlédněte, jak tabulka vznikla, a potom pokračujte ve
čtenı́.

a) Zkoumejte součty čı́sel v takových čtvercı́ch, jako jsou vyznačené v tabulce
1.
Např. součet v druhém nejmenšı́m čtverci je 1� 2� 2� 4 � 9.

b) Zkoumejte součty čı́sel v ”koridorech“ mezi sousednı́mi čtverci.
Např. součet čı́sel v koridoru za druhým čtvercem je 3� 6� 9� 6� 3 � 27.
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Řešenı́:

a) Experimentovánı́ (systematické):
Součty čı́sel ve čtvercı́ch (od nejmenšı́ho) jsou po řadě:

C1 � 1

C2 � p1� 2q � p2� 4q � 3� 6 � 9

C3 � p1� 2� 3q � p2� 4� 6q � p3� 6� 9q � 6� 12� 18 � 36

C4 � p1� 2� 3� 4q � . . .� p4� 8� 12� 16q � 10� 20� 30� 40 � 100

Je vidět, že jako součty dostáváme některá čtvercová čı́sla

C1 � 1 � 12, C2 � 9 � 32, C3 � 36 � 62, C4 � 100 � 102.

Jsou to druhé mocniny trojúhelnı́kových čı́sel. Pomocı́ induktivnı́ úvahy proto
můžeme vyslovit:

Hypotéza. Pro libovolné přirozené čı́slo n platı́: součet čı́sel v n-tém
čtverci je druhou mocninou n-tého trojúhelnı́kového čı́sla. Symbolicky:
p@n P NqCn � pTnq2.

Důkaz. Uvažujme n-tý čtverec. Čı́sla v tomto čtverci nějakým způsobem seč-
teme. Zvolı́me sečtenı́ po řádcı́ch. Platı́:

Součet čı́sel v prvnı́m řádku R1 � 1� 2� 3� . . .� n � Tn � npn�1q
2

.
Součet čı́sel ve druhém řádku R2 � 2� 4� 6� . . .� 2n � 2Tn.

...
Součet čı́sel v n-tém řádku Rn � n� 2n� 3n� . . .� n � n � nTn.

Součet všech čı́sel ve čtverci Cn:

Cn � Tn�2Tn�3Tn�. . .�nTn � p1�2�3�. . .�nqTn � T 2
n �

�
npn� 1q

2


2

.

�

Cn je tedy skutečně druhou mocninoun-tého trojúhelnı́kového čı́sla. Vyslovená
hypotéza se tak stává větou. Vyslovme ji ještě jednou:
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Věta 8. Uvažujme čı́selnou tabulku 1 a v nı́ vyznačený typ čtverců. Pro libovolné
nenulové přirozené čı́slo n platı́, že součet všech čı́sel v n-tém čtverci je:

Cn � T 2
n �

�
npn� 1q

2


2

.

Tak např. součet čı́sel v pátém čtverci C5 � T 2
5 � 152 � 225.

b) Experimentovánı́ (systematické):
Je vhodné (aby formulace budoucı́ho objevu byla co nejjednoduššı́ – to však
student pozná až později) vzı́t za nejmenšı́ koridor nejmenšı́ čtvereček (koridor
mezi nultým a prvnı́m čtvercem), tzn., že K1 � 1.
Součty čı́sel v dalšı́ch koridorech jsou po řadě:

K2 � 2� 4� 2 � 8

K3 � 3� 6� 9� 6� 3 � 27

K4 � 4� 8� 12� 16� 12� 8� 4 � 64

K5 � 5� 10� 15� 20� 25� 20� 15� 10� 5 � 125

Vidı́me, že jsme dostali kubická čı́sla

K1 � 1 � 13, K2 � 8 � 23, K3 � 27 � 33, K4 � 64 � 43, K5 � 125 � 53.

Opět jako po předchozı́m experimentovánı́ můžeme pomocı́ induktivnı́ úvahy
vyslovit:

Hypotéza. Pro libovolné nenulové přirozené čı́slo n je součet čı́sel v n-tém
koridoru n-té kubické čı́slo.
Symbolicky: p@n P Nq Kn � n3.

Důkaz. Necht’n je libovolné nenulové přirozené čı́slo. Pak součet čı́sel v n-tém
koridoru je:

Kn � n� 2n� 3n� . . .� pn� 1qn� n � n� pn� 1qn� . . .� 3n� 2n� n

� 2n� 4n� 6n� . . .� 2pn� 1qn� n � n
� 2np1� 2� 3� . . .� pn� 1qq � n2 � 2n

npn� 1q
2

� n2 � n3 � n2 � n2

� n3.

�
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Nynı́ můžeme hypotézu přejmenovat na větu.

Věta 9. Uvažujme čı́selnou tabulku 1 a v nı́ vyznačené koridory. Pro libovolné
přirozené čı́slo n platı́, že součet čı́sel v n-tém koridoru je Kn � n3.

Nynı́ můžeme obě zı́skané věty využı́t. Protože vı́me, že platı́:
K1 �K2 � . . .�Kn � Cn, a o koridorech hovořı́ věta 2, zatı́mco o čtvercı́ch
věta 1, můžeme pomocı́ deduktivnı́ úvahy zı́skat následujı́cı́ větu:

Věta 10. Pro libovolné nenulové přirozené čı́slo n platı́, že součet prvnı́ch n
kubických čı́sel je roven čtverci n-tého trojúhelnı́kového čı́sla. Symbolicky:

p@n P Nq13 � 23 � 33 � . . .� n3 � T 2
n �

�
npn� 1q

2


2

.

Znovu zdůrazněme, že prvnı́ dvě věty jsme objevili pomocı́ experimentovánı́
a následujı́cı́ indukčnı́ úvahy, zatı́mco třetı́ větu jsme objevili pomocı́ dedukce
použité na uvedené věty.
Toto je miniukázka rozvı́jenı́ matematické teorie.
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Abakus – tak trochu

jiné počítadlo
Lucie Loukotová

KMA PřF UJEP, lucie.loukotova@ujep.cz

Snad každý z nás se setkal s pomůckou usnadňující první matematické krůčky
– počítadlem. Pravděpodobně také nikoho nepřekvapí, že počítadlo není
pouze evropskou záležitostí, ale že jeho používání sahá daleko za hranice
našeho kontinentu. Cílem článku je seznámit s východoasijskou variantou
počítadla – abakem. Není bez zajímavosti, že v oblasti Číny a Japonska se
lze s abakem setkat i mimo půdu základních škol, např. v obchodech, kde
mnohdy úspěšně konkuruje kalkulačkám.

Tento příspěvek navazuje na pracovní dílnu pro žáky základních škol ko-
nanou v rámci Letní školy matematiky a fyziky.

1 Abakus a jeho historie

Vznik abaku je těsně spjat s objevem poziční číselné soustavy. K usnad-
nění výpočtů v pozičních soustavách nejprve sloužily tzv. počítací desky, což
byly obvykle rovné kameny pokryté vrstvou písku, v němž byly vyznačeny
rýhy. Do rýh se vkládaly kaménky podle hodnoty čísla, které měly určovat.
Postupně byly počítací desky nahrazeny dřevěným rámem s korálky navle-
čenými na drátu nebo niti – abaky v dnešním slova smyslu.

V současné době se můžeme setkat se třemi základními typy abaků. Prv-
ním z nich je suanpan, který vznikl ve 12. století v Číně. Celý rám je příčkou
rozdělen na dvě části, přičemž horní obsahuje dva korálky (každý z nich má
hodnotu pět jednotek) a dolní pět korálků (hodnotou po jedné jednotce).
Někdy se označuje jako abakus 2/5.

V 17. století byla ze suanpanu odvozena japonská varianta abaku – so-

roban. Od suanpanu se soroban se liší v počtu korálků, horní část obsahuje
pouze jeden korálek (má hodnotu pěti jednotek), dolní pak čtyři korálky
(každý z nich určuje jednu jednotku). Tento typ je také známý pod názvem
abakus 1/4.

Poslední variantou je ruský sčot, který vznikl v 17. století. Na rozdíl od
předchozích neobsahuje prostřední příčku. Jednotlivé typy abaků můžeme
vidět na obrázku 1.
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(a) suanpan (b) soroban

(c) sčot

Obrázek 1: Druhy abaků
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V tomto textu se budeme zabývat výhradně japonskou variantou abaku
– sorobanem. Podrobné pojednání o suanpanu lze najít např. v [2].

2 Jak vyrobit abakus

Sehnat abakus je v našich zeměpisných šířkách poměrně obtížné, proto zde
uvedeme několik tipů k jeho výrobě. Žákům na druhém stupni samotná vý-
roba zabere maximálně tři čtvrtě hodiny až hodinu.

Ještě než se pustíme do práce, seznamme se s několika základními para-
metry sorobanu. Japonské abaky mají vždy lichý počet sloupců s korálky,
nejčastěji jich je 13, ale můžeme se setkat i s 21, 23, 27 nebo dokonce 31
sloupci. Pro naše účely stačí abakus se sedmi sloupci, který nám umožní po-
čítat v řádu milionů. Jak již bylo řečeno v předchozí kapitole, rám sorobanu
je rozdělen příčkou na dvě nestejně velké části. Horní, menší, obsahuje jeden
korálek, dolní, větší pak čtyři korálky. Abaky se nejčastěji vyráběly ze dřeva,
dnes se však můžeme setkat i s jinými materiály, jako je umělá hmota či
kámen.

Pro výrobu našeho abaku budeme potřebovat lepenkovou krabici (na ve-
likosti nezáleží, rozstříháme ji na pruhy), korálky z libovolného materiálu
(vhodnější jsou větší s velkými otvory), provázek (silný podle velikosti ot-
voru korálku), izolepu, nůžky, děrovačku, popřípadě kružítko.

Lepenkovou krabici seženeme v každém supermarketu, jedna vystačí pro
výrobu několika abaků. Vhodné korálky při troše štěstí koupíme v hračkářství
nebo ve výtvarných potřebách. Provázek musí mít dostatečnou délku, navíc je
lepší, pokud po něm korálky nebudou volně klouzat, volme tedy odpovídající
sílu.

Abakus potom vytvoříme podle následujícího obrázku.
K samotné výrobě uveďme je pár poznámek. Velikost rámu se řídí použitými
korálky. Pro abakus na obrázku byly použity korálky o průměru 0,75 cm, rám
pak má rozměry 15 × 8 cm, výška rámu je 2 cm. Rám vytvoříme z proužku
vystřiženého z lepenkové krabice a zohýbaného do tvaru obdélníka. Dále vle-
píme příčku tak, aby rám dělila přibližně v poměru 1:2. Blíže hornímu okraji
rámu pomocí děrovačky vytvoříme otvory, kterými provlékneme provázek s
korálky.

Pro ty, kteří abakus vyrábět nechtějí, můžeme doporučit množství aplikací
dostupných na internetu, namátkou vybíráme [3] nebo [4].
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Obrázek 2: Vyrobený abakus

3 Jak pracovat s abakem

Abakus máme hotový a můžeme se pustit do práce s ním. Před každým vý-
počtem je nutné abakus „vynulovat“ , tj. posunout všechny korálky od pro-
střední příčky ke krajům. Abakus připravený k výpočtům znázorňuje obr. 3.

Obrázek 3: Základní pozice

Znovu připomeňme, že korálky nad prostřední příčkou mají hodnotu pěti jed-
notek, zatímco každý z korálků pod prostřední příčkou značí jednu jednotku.
Náš abakus má celkem sedm sloupců s korálky. Zleva doprava tyto sloupce
označují miliony, statisíce, desetitisíce, tisíce, stovky, desítky, jednotky. Pro
zjednodušení práce s abakem jsou sloupce milionů, tisíců a jednotek označeny
tečkou na prostřední příčce.

Pokusme se na abaku nastavit číslo 45071. Hned od začátku si snažme
osvojit základní pravidlo práce s abakem – postupovat vždy zleva doprava.
Na pozici desetitisíců je čtyřka, tudíž přisuneme 4 jednotkové korálky k pro-
střdní příčce. Tisíců je v našem čísle pět, pro vyjádření pětky ale nemáme
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dostatek jednotkových korálků, proto přisuneme pětkový korálek na pozici
tisíců k prostřední příčce. Na pozici stovek je v čísle 0, stovkový sloupec
tedy zůstane beze změny. Na pozici desítek máme sedmičku, kterou vyjád-
říme jako součet 2 + 5, k prostřední příčce musíme přesunout dva jednotkové
korálky a jeden pětkový. Konečně, na místě jednotek je jednička, přisuneme
proto jeden jednotkový korálek k prostřední příčce. Pokud jsme postupovali
správně, abakus by měl odpovídat obrázku 4.

Obrázek 4: Nastavení čísla 45071

Tímto způsobem lze na abaku nastavit libovolné číslo.

4 Sčítání

Na abaku můžeme poměrně snadno sčítat a odčítat přirozená čísla1. Násobení
a dělení je už poněkud obtížnější, přesto k němu stačí znát malou násobilku.
Zkušení počtáři pak mohou pomocí abaku určovat i druhé a třetí odmocniny.
V tomto textu se zaměříme na sčítání přirozených čísel, informace k ostatním
operacím nalezne čtenář v [1].

4.1 Základní postupy

Základní techniky využité při sčítání se naučíme na konkrétních příkladech.
Při veškerých výpočtech budeme postupovat zleva doprava.

Nastavme na abaku číslo 21 (viz obr. 5).

1Ve skutečnosti můžeme na abaku pracovat i s celými či racionálními čísly, podrobnosti
najdeme v [1].
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Obrázek 5: Vyjádření čísla 21

Naším úkolem je k tomuto číslu přičíst 6. To uděláme velmi snadno. Šestku
rozložíme na součet 1 + 5 a na pozici jednotek přisuneme do blízkosti pro-
střední příčky jeden jednotkový a jeden pětkový korálek. Výsledek 27 by měl
odpovídat obrázku 6.

Obrázek 6: Přičteme 6, výsledkem je 27

Nyní k číslu 27 přičtěme 15. Protože postupujeme zleva doprava, začneme s
pozicí desítek – přisuneme jeden jednotkový korálek blíže ke střední příčce.
Abakus nyní znázorňuje číslo 37 (viz obr. 7).
Zbývá přičíst 5 na pozici jednotek. Pro tuto operaci nemáme dostatek ko-
rálků, proto si pomůžeme malým trikem. Protože pětku lze zapsat také jako
10 − 5, přičteme 1 na pozici desítek (jedna desítka znemaná totéž jako de-
set jednotek) a naopak odečteme 5 na pozici jednotek. V praxi to znamená
přisunutí jednoho jednotkového korálku blíže k prostřední příčce na pozici
desítek a odsunutí jednoho pětkového korálku od prostřední příčky na pozici
jednotek. Celou situaci ilustrují obrázky 8(a) a 8(b)2.
S trikem, použitým v předchozím výpočtu, se budem setkávat velmi často,

2Zaveďme úmluvu, že v obrázcích bude černý korálek znamenat přičtení a světle šedý
korálek naopak odečtení.
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Obrázek 7: Přičteme 10, výsledkem je 37

(a) Nejprve přičteme 10 . . . (b) potom odečteme 5

Obrázek 8: Příčítáme 5, výsledkem je 42

a to při práci na libovolné pozici abaku. Nyní přejděme ke složitějším výpo-
čtům.

4.2 Složitější příklad

Naším úkolem je vypočítat 3345 + 6789. Na abaku nastavíme 3345 (viz
obr. 9).

Obrázek 9: Nastavení čísla 3345

Opět postupujeme zleva doprava. Na pozici tisíců přičteme 6. Situace odpo-
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vídá obrázku 10, dostáváme číslo 9345.

Obrázek 10: Přičítáme 6 na pozici tisíců, dostáváme 9345

Nyní přičteme 7 na pozici stovek. Protože na tuto operaci nemáme dosta-
tek korálků, přičteme nejprve 10 a poté odečteme 3. Protože na pozici tisíců
jsou všechny korálky u prostřední příčky (tj. je zde nastaveno číslo 9), při-
čtením 1 se dostáváme na pozici desetitisíců – zde přisouváme jeden korálek
k prostřední příčce – a na pozici tisíců naopak odsouváme všechny korálky
od prostřední příčky. Nesmíme zapomenout odečíst 3 na pozici stovek, do-
stáváme tak číslo 10045. Abakus je nyní nastaven jako na obrázku 11(b).

(a) Přičteme 10 na pozici stovek . . . (b) odečteme 3 na pozici stovek

Obrázek 11: Příčítáme 7 na pozici stovek, dostáváme 10045

Přičteme 8 na pozici desítek. Opět musíme nejdříve přičíst 10 a následně
odečíst 2, vysledkem je číslo 10125. Postup znázorňují obrázky 12(a) a 12(b).
Posledním krokem je přičtení 9 na pozici jednotek. Opět si musíme pomoci
přičtením 10 a odečtením 1. Při přicítání jedničky musíme nejprve odsunout
korálek zmamenající pět jednotek od prostřední příčky a poté přisunout čtyři
jednotkové korálky k prostřední příčce. Pokud jsme pracovali správně, bude
abakus odpovídat obrázku 13(b), výsledkem je 10134.
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(a) Přičteme 10 na pozici desítek . . . (b) odečteme 2 na pozici desítek

Obrázek 12: Příčítáme 8 na pozici desítek, dostáváme 10125

(a) Přičteme 10 na pozici jednotek . . . (b) odečteme 1 na pozici jednotek

Obrázek 13: Příčítáme 9 na pozici jednotek, dostáváme 10134
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1 Závěr
Práce s abakem může přinést přı́jemné zpestřenı́ hodiny matematiky. Přesto se
určitě setkáme s námitkou, že počı́tánı́ na abaku je zdlouhavé. Opak je pravdou,
chce to ale trochu cviku. Ukázku toho, jak rychlı́ můžeme při práci s abakem být,
najdeme např. na YouTube ([5]).

Reference
[1] BERNAZZANI, D. Soroban Abacus Handbook. [cit. 25. listopadu 2011].

Dostupné z: http://webhome.idirect.com/�totton/soroban/THE ABACUS
HANDBOOK.pdf.

[2] PRECLÍK, J. Abakus. [cit. 25. listopadu 2011]. Dostupné z:
http://www.gymnachod.cz/�preclik/download/abakus.pdf.

[3] Abacus na wolfram.com. [cit. 25. listopadu 2011]. Dostupné z:
http://demonstrations.wolfram.com/Abacus/.

[4] Virtual Abacus na wolfram.com. [cit. 25. listopadu 2011]. Dostupné z:
http://demonstrations.wolfram.com/VirtualAbacus/.

[5] Abakus ve škole. [cit. 4. srpna 2011]. Dostupné z:
http://www.youtube.com/watch?v=Ss0qcaCjx80&feature=related.
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Apolloniovy a Pappovy úlohy
(a GeoGebra)

Ivana Machačı́ková, Josef Molnár
Gymnázium Zlı́n – Lesnı́ čtvrt’, machacikova@gymzl.cz
Univerzita Palackého v Olomouci, josef.molnar@upol.cz

Hledáte zajı́mavé téma na procvičenı́ konstrukčnı́ch úloh? Pak sáhněte po Apollo-
niových a Pappových úlohách! K zadánı́ šestnácti úloh stačı́ tři pı́smena a dvě
závorky, při jejich řešenı́ se zopakujı́ nejen množiny bodů dané vlastnosti, shodná
zobrazenı́ a stejnolehlost, ale použije se též mocnost bodu ke kružnici a kruhová
inverze (přı́padně cyklografie aj.) Při hledánı́ počtu řešenı́ jednotlivých úloh je
potřeba prokázat rozvinutou geometrickou představivost i kombinatorické schop-
nosti.
Apolloniovy úlohy jsou pojmenovány podle starověkého řeckého geometra a ma-
tematika Apollonia z Perge (262–190 př. n. l.). Obecná Apolloniova úloha znı́:

”Sestrojte všechny kružnice, které se dotýkajı́ třı́ daných kružnic.“ Nahradı́me-
li v této úloze některé z daných kružnic přı́mkou nebo bodem, zı́skáme cel-
kem deset úloh. Označı́me-li v jejich zadánı́ dané body B, dané přı́mky p
a dané kružnice k, můžeme všech deset Apolloniových úloh zapsat takto:
BBB,BBp,BBk, ppp, ppB, ppk, kkk, kkB, kkp,Bpk. Při diskusi o počtu řešenı́
předpokládáme, že žádné zadané útvary nejsou totožné a žádný zadaný bod neležı́
na žádné ze zadaných přı́mek či kružnic. Obecná Apolloniova úloha může mı́t až
8 řešenı́ (viz obr. 1).
Mezi významné řecké matematiky patřil také Pappos z Alexandrie (3. stol.),
podle kterého je pojmenována druhá série úloh. Pappovy úlohy dostáváme,
pokud jednı́m z daných prvků je bod, který navı́c ležı́ na některé z daných
kružnic pkBq nebo přı́mek ppBq. Schematicky tyto úlohy zapisujeme takto:
ppBqB, ppBqp, ppBqk, pkBqB, pkBqp, pkBqk. Pro diskusi opět předpokládáme,
že žádné dva zadané útvary nejsou splývajı́cı́ a v přı́padě, že je třetı́m zadaným
útvarem bod, neležı́ tento na zadané přı́mce ani kružnici.
Z následujı́cı́ho přehledu lze vyčı́st, které úlohy se obvykle řešı́ užitı́m přı́slušné
metody.
Apolloniovy úlohy řešené užitı́m

• množin bodů dané vlastnosti: BBB, ppp,

• stejnolehlosti: ppB, ppk,

• mocnosti bodu ke kružnici: BBp,BBk,
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• kruhové inverze: kkB, kkp, kkk,Bpk, pBBkq.

Pappovy úlohy řešené užitı́m

• množin bodů dané vlastnosti: ppBqB, pkBqB, ppBqp, pkBqp,

• stejnolehlosti: ppBqk, pkBqk,

• mocnosti bodu ke kružnici: ppBqk, pkBqk.

Obrázek 1

Na následujı́cı́ch snı́mcı́ch obrazovky monitoru počı́tače jsou prezentovány ukázky
řešenı́ úlohy ppBqk v programu GeoGebra. Pro srovnánı́ je úloha řešena užitı́m
stejnolehlosti (obr. 2), mocnosti bodu ke kružnici (obr. 3) a kruhové inverze (obr.
4).
Dalšı́ informace o řešenı́ úloh ”klasicky“ či s využitı́m grafických počı́tačových
programů můžete zı́skat např. v nı́že uvedené literatuře a internetových zdrojı́ch.
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Obrázek 2

Obrázek 3
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Obrázek 4
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K testovánı́ geometrické
představivosti

Josef Molnár
Univerzita Palackého v Olomouci, josef.molnar@upol.cz

Geometrickou představivost potřebuje každý z nás. Jak ale měřit jejı́ úroveň? V
tomto článku nabı́zı́me takovýto test (Test trojúhelnı́ků) učitelům 1. a 2. ročnı́ků
čtyřletých střednı́ch škol, který vznikl v souvislosti s řešenı́m projektu ESF OP
VK ”Práce s talenty“.
Geometrii jako součást matematiky s hojnými vazbami k praxi můžeme chápat
jako způsob viděnı́ a poznávánı́ světa, jako podtext některých filosofických směrů,
jako grafickou komunikaci - způsob ”zápisu“ informacı́ i jako vyučovacı́ předmět,
ve kterém se geometrická představivost rozvı́jı́.
Pro potřeby našich šetřenı́ vymezujeme geometrickou (prostorovou) představivost
jako soubor schopnostı́ týkajı́cı́ch se reprodukčnı́ch i anticipačnı́ch, statických i
dynamických představ o tvarech, vlastnostech a vzájemných vztazı́ch mezi geome-
trickými útvary (v prostoru).
Didaktický ”Test trojúhelnı́ků“, který je obdobou známých Rybakovových figur
využı́vaných v subtestu Amthauerova I-S-T testu, vytvořila v rámci své disertačnı́
práce Jana Slezáková. Ověřovánı́ proběhlo v červnu 2010 v 1. a 2. ročnı́ku vyššı́ho
gymnázia, test se skládá ze 40 úkolů - rozdělit daný nepravidelný útvar úsečkou
na dvě části tak, aby z takto vzniklých částı́ bylo možné sestavit rovnostranný
trojúhelnı́k (viz přı́loha), správné řešenı́ bylo hodnoceno jednı́m bodem, doba na
řešenı́ testu byla 20 minut a zúčastnilo se ho 1142 žáků (421 chlapců a 721 dı́vek)
z fakultnı́ch škol Přı́rodovědecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci.
Z výsledků vyplývá, že průměrný bodový zisk činı́ 29,7 bodu, tj. 74,2%, že chlapci
dosáhli mı́rně lepšı́ch výsledků než dı́vky a že se prokázala souvislost výsledků
testu se známkou z matematiky. Budeme-li úlohy řadit podle stoupajı́cı́ obtı́žnosti,
budou následovat za sebou takto: Úloha č. 14, 9, 2, 30, 3, 28, 21, 7, 33, 38, 23, 15,
25, 36, 1, 34, 27, 32, 16, 8, 5, 40, 39, 13, 4, 29, 20, 24, 18, 17, 10, 11, 22, 26, 31,
6, 12, 35, 37, 19.
Reliabilita testu byla zjišt’ována (Slezáková 2011) metodou půlenı́ a (r = 0,837) a
porovnávána s výsledky Testu čtverců (r = 0,812, Svoboda 2005). Pro posouzenı́
validity bylo jako vnějšı́ kriterium zvolena známka z matematiky a k výpočtu
korelace Spearmanův koeficient se závěrem, že provedené měřenı́ lze považovat
za validnı́ na hladině významnosti 0,05.
Sestavený test trojúhelnı́ků lze tedy doporučit k určovánı́ úrovně geometrické
představivosti žáků 1. a 2. ročnı́ků gymnáziı́ a srovnatelných střednı́ch škol.
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Olomouc: UP, 2011.
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Přı́spěvek vznikl za podpory a na podporu projektu ESF OP VK
CZ.1.07/1.2.08/02.0017 ”Práce s talenty - Vyhledávánı́ talentů pro konkurence-
schopnost a práce s nimi.“

Přı́loha:
Test trojúhelnı́ků

Mnohoúhelnı́k jednı́m řezem rozdělte tak, aby po přemı́stěnı́ jedné části ke druhé
(pouze v představách) vznikl rovnostranný trojúhelnı́k.
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Problém věšenı́ obrazu
Hana Bendová

KMA MFF UK, bendova@karlin.mff.cuni.cz

Představme si, že si chceme na hřebı́k zatlučený ve zdi pověsit obraz, který je
vybaven k tomu určeným provázkem (upevněným konci ke dvěma jeho hornı́m
rohům). Snad každý tušı́, jak se taková věc provede – přehodı́me provázek přes
hřebı́k a obraz visı́. Pokud jde o výjimečně cenný obraz, u kterého bychom byli
opravdu neradi, kdyby spadl, můžeme do zdi zatlouci pro jistotu ještě druhý hřebı́k
a přehodit provázek přes oba dva. Potom i pokud se jeden z hřebı́ků uvolnı́, obraz
úplně nespadne, nebot’bude viset ještě na tom druhém.
Ale co když za námi přijde náš úhlavnı́ nepřı́tel a poprosı́ nás (jakožto vyhlášené
odbornı́ky na věšenı́ obrazů), abychom mu jeho oblı́bený obraz na jeho dva hřebı́ky
pověsili tak, aby visel co nejbezpečněji? Pouhé přehozenı́ provázku přes oba
hřebı́ky mu zřejmě nestačı́. Protože je to náš úhlavnı́ nepřı́tel, zvı́tězı́ v nás po
chvı́li váhánı́ zlomyslnost a začneme uvažovat: Nešlo by náhodou obraz na dva
hřebı́ky zavěsit tak, aby to vypadalo, že bezpečně visı́ na obou, ale aby spadl, když
uvolnı́me ten hřebı́k napravo? Že by třeba takto (obr. 1)?

Obrázek 1: Obraz visı́, nicméně když se uvolnı́ pravý hřebı́k, spadne.
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Nešlo by to zařı́dit dokonce tak, že by obraz visel, ale kdyby kterýkoliv ze dvou
hřebı́ků vypadl ze zdi, tak už by spadl? I to se nám podařı́, pokud obraz zavěsı́me
napřı́klad tı́mto způsobem (obr. 2).

Obrázek 2: Obraz visı́, nicméně po upadnutı́ libovolného ze dvou hřebı́ků spadne.

Označme si hřebı́ky pı́smeny abecedy. Následujı́cı́m způsobem můžeme zapiso-
vat, jak omotáváme provázek (vedoucı́ z levého do pravého hornı́ho rohu obrazu)
kolem hřebı́ků: Vedeme-li provázek kolem hřebı́ku X po směru hodinových ru-
čiček, zapı́šeme �X , a vedeme-li jej proti směru hodinových ručiček, zapı́šeme
�X . Je jasné, že pokud se někde vyskytne za sebou �X a �X či naopak, tj.
vedeme provázek kolem nějakého hřebı́ku po směru a hned vzápětı́ v protisměru
hodinových ručiček či naopak, efekt těchto úkonů se po napnutı́ provázku vyrušı́.
Označı́me-li A a B dva hřebı́ky, které má náš nepřı́tel zatlučené do zdi, pak
zavěšenı́ z Obrázku 2 se dá popsaným způsobem zapsat jako

�A�B � A�B.

Pokud hřebı́k A ze zdi vypadne, členy �A a �A ve výše uvedeném výrazu
zaniknou a zbyde �B � B. Tyto dva členy se vyrušı́ – obraz spadne (provázek
je veden kolem hřebı́ku B proti směru hodinových ručiček a hned nato po směru,
tedy na něm vlastně nevisı́). Stejně dopadneme, i když odstranı́me hřebı́k B.
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Ale co když má náš nepřı́tel pro jistotu hřebı́ky tři? Půjde to nějak narafičit i
tentokrát? Nejspı́š nás už nepřekvapı́, že umı́me zavěsit obraz tak, aby spadl, když
upadne třeba ten rezavý hřebı́k uprostřed. To nám však nestačı́, nebot’naše nenávist
vůči úhlavnı́mu nepřı́teli je obrovská a zlomyslnı́ jsme až hanba. Nemohli bychom
i se třemi hřebı́ky docı́lit toho, aby obraz spadl po odstraněnı́ libovolného z nich?
Označme si je zleva po řadě A, B, C. Zkusme provázek omotat kolem hřebı́ků
napřı́klad podle schématu

�A� C �B � C �B � A�B � C �B � C.

Odstranı́me-li pak libovolný hřebı́k, čı́mž zaniknou všechny členy, které se k němu
vztahujı́, vyrušı́ se postupně i všechny ostatnı́ členy v tomto výrazu neboli obraz
spadne. Jak takové zavěšenı́ vypadá? (obr. 3)

Obrázek 3: Obraz visı́, avšak po vyjmutı́ libovolného ze třı́ hřebı́ků spadne.

Pakliže by však náš úhlavnı́ nepřı́tel měl o svůj milovaný obraz opravdu vel-
kou starost a vyrukoval by na nás s celou svou zásobou n hřebı́ků, co bychom
dělali potom? Inu, museli bychom si chvı́li popřemýšlet. Poté (pokud bychom
nenápadně nastavili provázek, aby byl dostatečně dlouhý) bychom zvládli pověsit
obraz dokonce i na n hřebı́ků tak, aby spadl, když se libovolný jeden z nich uvolnı́.
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Nejsme přece jen zlı́ až přı́liš? Mohli bychom se trochu umı́rnit a narafičit to
třeba takto: Obraz pověsı́me na n hřebı́ků, a dokud nevypadne ze zdi alespoň k z
nich, bude viset. Jakmile však vyjmeme libovolných k hřebı́ků, zaručeně spadne.
Ba dokonce ještě rafinovaněji: Pokud A1, A2, . . . , Ak jsou libovolné podmnožiny
množiny hřebı́ků zatlučených do zdi, dá se na tyto hřebı́ky pověsit obraz tak, že
bude viset, dokud ve zdi zůstane alespoň jeden hřebı́k z každé z těchto podmnožin,
ale spadne, pokud alespoň jednu z těchto podmnožin hřebı́ků odstranı́me celou.

Literatura
[1] DEMAINE, E. D., DEMAINEM, M. L., MINSKY Y. N., MITCHELL, J.

S. B., RIVEST, R. L. a PǍTRAŞCU, M. Picture-Hanging Puzzles. Lecture
Notes in Computer Science, svazek 7288, 2012, s. 81–93.

[2] MCINNES, Leland Picture Hanging Problem, 2003 (a přednáška Pepy Tka-
dlece ze soustředěnı́ MKS z roku 2010, která z tohoto článku vycházı́).
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Jak lze bojovat s prekoncepcemi
žáků o sı́le a pohybu?

Eva Hejnová
Katedra fyziky Přı́rodovědecké fakulty UJEP v Ústı́ nad Labem, eva.hejnova@ujep.cz

Úvod

Již v několika předchozı́ch ročnı́ch letnı́ch škol jsem se ve svých přı́spěvcı́ch zabý-
vala známou skutečnostı́, že žáci přicházejı́ do výuky fyziky (ale i jiných přı́rodnı́ch
věd) s prekoncepcemi v různých oblastech (viz sbornı́ky z letnı́ch škol, které se
konaly v roce 2005 až 2008). Prekoncepce (též nazývané intuitivnı́ představy,
často také miskoncepce, mylné představy apod.) se vytvářejı́ od raného dětstvı́
na základě bezprostřednı́ho vnı́mánı́ a pozorovánı́ okolnı́ho světa, na základě in-
tuitivnı́ho zobecňovánı́ svých zkušenostı́ a často bývajı́ v rozporu s vědeckými
poznatky [3]. Pro zjišt’ovánı́ těchto představ mohou učitelé dobře využı́t napřı́klad
pojmové mapy, pı́semná vyjádřenı́ žáků nebo diskuse se žáky [1]. Jednou z těchto
metod, která poskytuje velký potenciál pro použitı́ v běžné školnı́ praxi jsou tzv.

”concept cartoons“ (v českém překladu by bylo možné použı́t názvu konceptuálnı́
obrázky), o nichž bude v přı́spěvku dále pojednáno. Tento typ úloh nenı́ na našich
školách zatı́m přı́liš rozšı́řen, ale jejich potenciál je velký, a to zejména s ohledem
na možnost konkrétnı́ aplikace tzv. konstruktivistického přı́stupu v běžné vyučo-
vacı́ hodině na základnı́, ale i střednı́ škole.
Tyto úlohy totiž vyvolávajı́ zcela přirozeně diskusi mezi žáky, během nı́ž majı́
přı́ležitost zapojit se do interaktivnı́ho rozhovoru ve skupině, mohou vyslovovat
své myšlenky, klást si vzájemně otázky, generovat tvrzenı́, navrhovat vysvětlenı́
a zdůvodňovat svoji argumentaci. Tento druh projevu je obhajován mnohými
výzkumnı́ky jako nejen lepšı́ reprezentovánı́ povahy vědy, ale jako provokujı́cı́
kritičtějšı́ myšlenı́, jakož i rozvı́jenı́ konceptuálnı́ho myšlenı́.
V přı́spěvku bude nejprve krátce pojednáno o zjišt’ovánı́ prekoncepcı́ žáků pomocı́
testu zjišt’ujı́cı́ porozuměnı́ pojmu sı́la (test FCI). V dalšı́ části přı́spěvku bude
prezentováno několik přı́kladů úloh, které mohou být žákům zadány ve formě
konceptuálnı́ch obrázků na téma pohyb a sı́la. Formulace a způsob zpracovánı́
úloh je zaměřeno pro žáky základnı́ch škol, ale lze je využı́t i na střednı́ch školách.
Na závěr přı́spěvku stručně uvedu, jak lze s konceptuálnı́mi obrázky pracovat ve
výuce.
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Prekoncepce žáků a test FCI

Ke zjišt’ovánı́ porozuměnı́ základnı́m pojmům, tj. toho jak studenti dané látce
opravdu rozumějı́, sloužı́ tzv. konceptuálnı́ testy. Jejich výhodou je, že se dajı́
snadno a rychle vyhodnotit (lze dobře využı́t i hlasovacı́ metodu) a jsou velmi
spolehlivé. Vhodné jsou však spı́še pro studenty střednı́ch či vysokých škol,
pro žáky na základnı́ch školách jsou zpravidla přı́liš obtı́žné, a to zejména co
se týče nároků na jejich čtenářskou gramotnost. V České republice nejsou tyto
testy bohužel přı́liš známé a využı́vané. V české verzi existuje pouze test Force
Concept Inventory (dále jen FCI) – Porozuměnı́ pojmu sı́la, některé testy jsou
k dispozici také ve slovenštině. Test FCI zkoumá porozuměnı́ základnı́m pojmům
newtonowské mechaniky. Obsahuje třicet kvalitativnı́ch úloh typu multiple-choice
(u každé úlohy mohou žáci vybı́rat z pěti možnostı́, přičemž nesprávné odpovědi,
tzv. distraktory, představujı́ nejčastějšı́ miskoncepce studentů), které zahrnujı́ šest
oblastı́ (kinematiku, 1., 2., 3. Newtonův zákon, princip superpozice a druhy sil).

Ukázka úlohy z testu FCI [2]: Chlapec vyhodı́ ocelovou kuličku kolmo vzhůru.
Uvažujte pohyb kuličky těsně poté, co opustı́ ruku chlapce do doby, než dopadne
na zem. Sı́ly, kterými působı́ na kuličku vzduch, zanedbejte.
Jaké sı́ly (sı́la) působı́ na kuličku za těchto podmı́nek?

(A) Gravitačnı́ sı́la působı́cı́ směrem dolů a stále se zmenšujı́cı́ sı́la působı́cı́
směrem nahoru.

(B) Na kuličku působı́ od okamžiku, kdy opustila ruku chlapce, do doby než
dosáhne nejvyššı́ho bodu své dráhy stále se zmenšujı́cı́ sı́la směrem nahoru;
na cestě dolů působı́ na kuličku stále rostoucı́ gravitačnı́ sı́la, protože se
přibližuje k zemi.

(C) Na kuličku působı́ téměř konstantnı́ gravitačnı́ sı́la směrem dolů a společně s nı́
působı́ sı́la směrem nahoru, která se stále zmenšuje, dokud kulička nedosáhne
nejvyššı́ho bodu. Na cestě dolů působı́ už pouze konstantnı́ gravitačnı́ sı́la
směrem dolů.

(D) Působı́ pouze téměř konstantnı́ gravitačnı́ sı́la směrem dolů.

(E) Žádná z výše popsaných možnostı́. Kulička padá zpátky k zemi dı́ky přirozené
tendenci ležet v klidu na zemi.
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Co jsou to „concept cartoons“

Obrázek 1: ukázka je převzata z [4]

Jak již bylo uvedeno výše, úlohy z konceptuálnı́ch testů jsou pro běžného žáka
ze základnı́ školy náročné, nebot’ tyto úlohy bývajı́ zpravidla poměrně textově
rozsáhlé (viz ukázka úlohy z testu FCI). Jednou z cest, jak text v úlohách
minimalizovat, je využitı́ tzv. ”concept cartoons“.
Jednoduše lze řı́ci, že ”concept cartoon“ má podobu kresby ve stylu komiksu (obr.
1), ve které se předkládá několik (zpravidla tři až čtyři) názorů na předložený
problém. Často se přitom vycházı́ z nějaké běžné každodennı́ situace [4]. V České
republice nenı́ tento typ úloh zatı́m běžně ve výuce použı́ván, a proto dosud
neexistuje žádný ustálený český ekvivalent k anglickému názvu. Z tohoto důvodu
budeme v dalšı́m textu pro naše potřeby použı́vat pro tento typ úloh označenı́
konceptuálnı́ obrázky nebo konceptuálnı́ úlohy (jednoduše lze také řı́ci, že jde o

”úlohy s bublinou“).

Úlohy jsou konstruovány tak, aby provokovaly diskusi a přemýšlenı́ o daném
problému a stimulovaly vědecké myšlenı́. Z odpovědı́ jednotlivých mluvčı́ bývá
zpravidla jedna správná. Situace se však vždy může ”zkomplikovat“ úvahami typu

”to závisı́ na“. I když se úlohy mohou zdát na prvnı́ pohled jednoduché, vždy se
nabı́zı́ několik komplikujı́cı́ch faktorů, zejména pokud chceme o daném problému
uvažovat přesně [5]. Pokud učitel použı́vá hlasovacı́ zařı́zenı́, je možné hlasovat
i o každé odpovědi zvlášt’. Žáci pak vyslovujı́ souhlas, či nesouhlas s postojem
jednotlivých mluvčı́ch na obrázku.
Konceptuálnı́ obrázky byly původně vytvořeny pro 9 až 13tileté žáky, ale v sou-
časné době jsou použı́vány v zahraničı́ (zejména ve Velké Británii, kde byly poprvé
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vytvořeny a ověřovány ve školnı́ praxi) ve všech fázı́ch primárnı́ho i sekundárnı́ho
vzdělávánı́ [6]. Úlohy představujı́ též dobrý nástroj pro formativnı́ hodnocenı́,
protože dovolujı́ učitelům nejenom zı́skat zpětnou vazbu o uvažovánı́ žáků, ale
také se prostřednictvı́m názorů jednotlivých mluvčı́ch zaměřit na ty miskoncepce,
které jejich žáci mohou mı́t.

Ukázky konceptuálnı́ch úloh a metodických pozná-
mek k úlohám

V dalšı́m textu uvedeme ukázky čtyř konceptuálnı́ch obrázků včetně metodických
poznámek. Kompletnı́ soubor úloh k tématu Sı́la a pohyb byl prezentován na letnı́
škole v Hoštce a zájemcům je možné ho zaslat na požádánı́ v elektronické podobě
(kontakt: eva.hejnova@ujep.cz).

Úloha Sněžný skútr (obr. 2)

Obrázek 2

Metodická poznámka k úloze Sněžný skútr
Prvnı́ Newtonův zákon (nazývaný též zákon setrvačnosti) je v rozporu s
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běžnou zkušenostı́ žáků, že pro každý pohyb je nutné působenı́ sı́ly a sı́la
musı́ působit tak dlouho, dokud trvá pohyb. Tato představa je založena na
skutečnosti, že ve světě kolem nás vždy existujı́ sı́ly odporujı́cı́ pohybu (třecı́ sı́la,
odpor prostředı́). Abychom tedy při seznamovánı́ žáků s prvnı́m Newtonovým
zákonem vycházeli z jejich zkušenostı́, musı́me je nejprve seznámit s existencı́
sil odporujı́cı́ch pohybu, a také se skládánı́m sil, zvláště pak s rovnováhou sil.
Pak můžeme hned od začátku použı́t formulaci zákona setrvačnosti zahrnujı́cı́
nejen prakticky nereálnou situaci, kdy na těleso „nepůsobı́ jiná tělesa silou“, ale
i situaci, kdy výsledná sı́la působı́cı́ na těleso je nulová, neboli kdy sı́ly jsou
v rovnováze. Pro pochopenı́ prvnı́ho Newtonova zákona je důležité se žáky
rozebrat na konkrétnı́ch přı́kladech, že jak se těleso pohybuje nebo zda je v klidu
závisı́ na výsledné sı́le působı́cı́ na těleso. Žáci se často mylně domnı́vajı́, že
pro každý pohyb (i rovnoměrný přı́močarý) je nutná sı́la působı́cı́ ve směru
pohybu (tj. jestliže se realizuje pohyb, musı́ k němu být i sı́la, sı́la musı́ půso-
bit tak dlouho, jak dlouho pohyb trvá). Jedná se o typické aristotelovské představy.

Úloha Skateboard (obr. 3)

Obrázek 3

Metodická poznámka k úloze Skateboard
To, že se těleso zpomaluje a pak zastavı́, je způsobeno třecı́ a odporovou silou, ne
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tı́m, že se Pavel neodrážı́ nebo, že tělesu jakási sı́la postupně „ubývá“, jak si žáci
často myslı́.
S žáky je možné provádět pokusy např. s kuličkou, která se pohybuje po různě
drsných površı́ch, nebo lze ukázat, jak klouže kostka ledu po hladkém povrchu
nebo lze použı́t vznášedlo vyrobené z balónku připevněného k CD (postup výroby
viz http://clanky.rvp.cz/clanek/o/g/9259/VZNASEDLO.html/).
Cı́lem je dovést žáky k představě, že pokud by na těleso žádné sı́ly nepůsobily,
pohybovalo by se rovnoměrným přı́močarým pohybem (zákon setrvačnosti).

Úloha Vesmı́rná procházka (obr. 4)

Obrázek 4: ukázka je převzata z [4]

Metodická poznámka k úloze Vesmı́rná procházka
Pokud by byla kosmická lod’ v klidu, bude se od nı́ kosmonaut pohybovat
rovnoměrným přı́močarým pohybem ve směru, ve kterém se odrazil.
Pokud se lod’pohybovala nějakou rychlostı́, bude mı́t kosmonaut jednak rychlost,
kterou zı́skal při odrazu a jednak rychlost, kterou se pohybovala lod’. Obě rychlosti
se budou skládat. Kosmonaut se pak bude pohybovat společně s kosmickou lodı́
(pokud se kosmická lod’ i nadále bude pohybovat stejnou rychlostı́) a zároveň se
od nı́ bude s konstantnı́ rychlostı́ vzdalovat.
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Žáci se často mylně domnı́vajı́, že se rychlost kosmonauta musı́ zmenšovat,
protože ve vesmı́ru působı́ na kosmonauta třecı́ sı́la. Na druhou stranu si děti často
myslı́, že ve vesmı́ru žádné třenı́ existovat nemůže a to ani mezi podrážkami bot
kosmonauta a kosmickou lodı́, takže se kosmonaut nemůže od lodi odrazit. Co se
týče gravitačnı́ sı́ly, kterou působı́ kosmická lod’ na kosmonauta, je tak malá, že
by pohybu kosmonauta směrem od lodi nedokázala zabránit.
Se žáky lze také diskutovat o tom, jakým způsobem by se mohl kosmonaut dostat
zpět k lodi (kosmonaut může např. odhodit část svého vybavenı́ a to v opačném
směru, než se odrazil. U staršı́ch žáků na střednı́ škole můžeme využı́t i možnost,
že by kosmonaut použil např. silnou svı́tilnu (i když se jedná spı́še o teoretickou
možnost, kdy lze využı́t hybnosti fotonů).
Velmi zajı́mavé jsou ukázky z „vesmı́rných procházek astronautů“, které lze najı́t
na internetu (viz odkaz, který je uveden přı́mo u úlohy)..

Úloha Mı́ček (obr. 5)

Obrázek 5

Metodická poznámka k úloze Mı́ček
Žáci se často mylně domnı́vajı́, že na mı́ček působı́ gravitačnı́ sı́la a „sı́la ruky“,
která se postupně zmenšuje. Chybně si také myslı́, že při pohybu mı́čku směrem
vzhůru musı́ být ”sı́la ruky“ většı́ než gravitačnı́ sı́la, jinak by se mı́ček pohyboval
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dolů. Žáci si také myslı́, že jestliže se těleso pohybuje, působı́ na ně sı́la ve směru
pohybu a že jestliže se těleso nepohybuje, nepůsobı́ na ně žádná sı́la. Dále si myslı́,
že s ”ubývánı́m“ pohybu ”ubývá“ i sı́la.

Jak sloužı́ konceptuálnı́ obrázky k odstraňovánı́ myl-
ných představ a jak s nimi lze pracovat ve výuce

Konceptuálnı́ obrázky dobře motivujı́ pro studium fyziky, ale obecně lze řı́ci i přı́-
rodnı́ch věd, nebot’dávajı́ žákům možnost prezentovat, co si myslı́. Žáci se nebojı́
chybovat, nebot’to nenı́ „jejich chyba“, ale názor některého mluvčı́ho.
Žáci se většinou nehádajı́, ale opravdu spolu diskutujı́. Velmi důležité je, že žák
musı́ obhájit svoji myšlenku před těmi ostatnı́mi, a to je účinný mechanismus
pro rozvoj hlubšı́ho pochopenı́ daného pojmu. Žáci zažı́vajı́ pocit nejistoty, nebot’
neslyšı́ od učitele jen to, co je správně.
Alternativnı́ odpovědi vedou k rozvı́jenı́ kreativity, nebot’ v úlohách jsou často
prezentovány myšlenky, se kterými se žáci předtı́m nesetkali. Věda je tak prezen-
tována jako kreativnı́ záležitost, kde je možné zkoumat mnoho věcı́ a zvažovat vı́ce
faktorů (ne jako záležitost, kde existuje vždy jedna správná odpověd’). Úlohy dávajı́
možnost k rozvoji takových dovednostı́ jako vyslovovánı́ hypotéz, předpovı́dánı́,
užı́vánı́ analogiı́, hodnocenı́ důkazů, kladenı́ otázek a obhajovánı́ stanoviska.
S úlohami lze pracovat ve všech částech hodiny, mohou sloužit k motivaci, vý-
kladu i opakovánı́. Způsob využitı́ úloh závisı́ na učiteli i možnostech dané třı́dy.
Osvědčený postup práce s úlohami je takový, že se žák nejprve individuálně se-
známı́ s úlohou. Poté následuje diskuse ve skupině (osvědčily se menšı́ skupiny
po třech až čtyřech žácı́ch), diskuse může být následně doplněna i jednoduchým
pokusem, přı́padně rozsáhlejšı́m bádánı́m. Poté následuje celotřı́dnı́ diskuse, ze
které vyplyne, která alternativa z nabı́zených odpovědı́ je nejpřijatelnějšı́ a proč
jsou jiné alternativy méně akceptovatelné.

Závěr

Jak bylo uvedeno výše, konceptuálnı́ obrázky mohou podporovat kladenı́ otázek a
přemýšlenı́ studentů, stimulovat vyjadřovánı́ a argumentaci, která pomáhá žákům
rozvı́jet porozuměnı́ pojmům. Učitelům mohou tyto úlohy sloužit jako nástroj
k diagnostikovánı́ miskoncepcı́ a k identifikaci mezer ve znalostech studentů,
kterým se pak mohou ve výuce dále věnovat. Otázky kladené žáky poskytujı́
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také hlubšı́ vhled do toho, jak žáci o daném problému přemýšlejı́. Jak se ukázalo
v různých výzkumech [1], ze zı́skaných materiálů (nahrávek a pı́semných záznamů
rozhovorů žáků atd.) vyplynulo, že otázky kladené žáky byly jiné než ty, které jsou
typické pro tradičnı́ třı́du. Děti se skutečně upřı́mně divı́ tomu, čemu nerozumějı́
a co se chtějı́ dozvědět. Důležitá je také skutečnost, že se ze strany žáků nejedná
o jednoduché otázky na fakta, ale o uvažovánı́ o hypotézách, předpovı́dánı́ a
reflektivnı́ myšlenı́, které často vyžaduje promyšlenou netriviálnı́ odpověd’.
Učitelé, kteřı́ úlohy tohoto typu použı́vajı́ (a potvrdilo se to i u našich učitelů, kteřı́
pracovali s vytvořeným souborem úloh), většinou uvádějı́, že žáci jsou motivováni
k přemýšlenı́ a diskutovánı́ a práce ve skupinách je bavı́. V zahraničnı́ literatuře
je často uváděna také zkušenost, že i neukázněnı́ a ostýchavı́ žáci se rádi zapojujı́
do diskusı́ i zkoumánı́, protože se necı́tı́ nijak ohroženi. Vzhledem k pozitivnı́m
přı́nosům tohoto typu úloh je vhodné seznamovat s nimi v co nejširšı́ mı́ře i naše
učitele, např. prostřednictvı́m různých seminářů, literatury, v rámci pregraduálnı́
přı́pravy budoucı́ch učitelů apod.. Úlohy by však měly být učitelům k dispozici i
v knižnı́ a elektronické podobě, podobně jako je tomu v zahraničı́.
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Dvě důležité strategie řešenı́
problémů (cesta zpět a invariance)

Jan Kopka
Katedra matematiky, Přı́rodovědecká fakulta UJEP v Ústı́ n.L., Jan.kopka@ujep.cz

Strategie Cesta zpět

Je to strategie poměrně často v matematice použı́vaná (viz např. rozbor konstrukčnı́
úlohy v geometrii nebo rozbor při konstrukci důkazu věty, která má stavbu im-
plikace). Nemusı́me však pomocı́ nı́ nalézt celou cestu, jak daný problém vyřešit.
Připomeňme, že při rozboru konstrukčnı́ úlohy obvykle začı́náme větou: Předpo-
kládáme, že úloha má řešenı́ a že obrázek, který jsem si načrtl, představuje jedno
z těchto řešenı́. Touto frázı́ si právě připravujeme půdu pro použitı́ této strategie.
Při strategii cesta zpět předpokládáme, že to, co máme dokázat, platı́. Pak se
snažı́me z toho předpokladu odvodit něco, co už vı́me nebo co se dá lehko do-
kázat. Pokud dojdeme k tomu, co už známe nebo co je dáno, pak můžeme naše
úvahy obrátit a tak se dostaneme k hledanému závěru. Ukažme tuto strategii na
následujı́cı́ch problémech:

NIM hra

Úloha 1:

Na hromádce je 16 zápalek. Dva hráči střı́davě odebı́rajı́ jednu nebo dvě zápalky.
Vyhrává ten, který odebere poslednı́ jednu nebo poslednı́ dvě zápalky.
Hráči si několikrát hru zahrajı́.

Úloha 1 (pokračovánı́):

Pokuste se objevit vı́těznou strategii některého z hráčů.

Poznámka. Vı́tězná strategie je taková strategie, že pokud ji hráč využı́vá, pak
vyhraje bez ohledu na to, jak hraje jeho protihráč.
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Řešenı́:
Použijeme strategii Cesta zpět. Pokud se některému z hráčů (řı́kejme mu A)
podařı́, aby byl na tahu jeho protihráč (řı́kejme mu B) ve chvı́li, kdy jsou na
hromádce 3 zápalky, pak A vyhraje. Hráč B může totiž odebrat jednu nebo dvě
zápalky. Na hromádce zůstanou dvě zápalky nebo pouze jedna. Hráč A pak tyto
dvě nebo jednu může odebrat a vyhraje. 3 zápalky na hromádce představujı́ tedy
bližšı́ cı́l. Pokračujme dál. Pokud se hráči A podařı́, aby byl na tahu hráč B ve
chvı́li, kdy je na hromádce 6 zápalek, pak vyhraje. 6 zápalek po tahu hráče A je
jeho ještě bližšı́ cı́l. A tak obdobně: ještě bližšı́ cı́le vı́tězné strategie jsou 9, 12, 15.
Pokud tedy bude prvnı́ hráč hrát tak, aby po jeho tahu byly na hromádce následujı́cı́
počty zápalek

15, 12, 9, 6, 3.

Pak vyhraje.
Odpověd’:
Pokud prvnı́ hráč odebere nejprve 1 zápalku,a pak následně hraje tak, aby po jeho
tahu zůstalo na hromádce postupně p15q, 12, 9, 6, 3 zápalky, pak vyhraje. Toto je
vı́tězná strategie pro prvnı́ho hráče.

Poznámka. Učitel může žákům pomoci objevit vı́těznou strategii otázkou: V které
chvı́li již poznáte, který z vás vyhraje. Určitě je to při poslednı́ch třech zápalkách,
později při poslednı́ch šesti zápalkách atd.

Abychom vı́těznou strategii mohli později snadněji zobecnit, můžeme ji popsat
takto: Vı́těznou strategie prvnı́ho hráče tak představujı́ po jeho tahu následujı́cı́
počty zápalek:

5 � p2� 1q, 4 � p2� 1q, 3 � p2� 1q, 2 � p2� 1q, 1 � p2� 1q.

Začněme vytvářet hrozen problémů inspirovaný úvodnı́ úlohou. Nejprve budeme
měnit počet zápalek na hromádce.

Úloha 2:

Jak to vypadá s vı́těznou strategiı́, pokud je na hromádce 17 zápalek.
Řešenı́:
Pokud prvnı́ hráč odebere nejprve 2 zápalky a následně bude odebı́rat tak, aby
po jeho tahu byly na hromádce následujı́cı́ počty zápalek: p15q, 12, 9, 6 a 3, pak
vyhraje. Existuje tedy opět vı́tězná strategie pro prvnı́ho hráče.
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Úloha 3:

Jak to vypadá s vı́těznou strategiı́, pokud je na hromádce 18 zápalek.
Řešenı́:
Prvnı́ hráč může odebrat jednu nebo dvě zápalky. Pak druhý hráč táhne tak, aby
po jeho tahu bylo na hromádce 15 zápalek. Pokud bude následně odebı́rat tak,
aby po jeho tahu byly na hromádce následujı́cı́ počty zápalek: p15q, 12, 9, 6, 3, pak
vyhraje. Existuje tedy vı́tězná strategie pro druhého hráče.

Úloha 4:

Zobecněte výsledky úloh 1, 2 a 3.
Odpověd’:
Pokud počátečnı́ počet zápalek nenı́ dělitelný čı́slem 3 (dává při dělenı́ třemi zbytek
1 nebo 2), pak existuje vı́tězná strategie pro prvnı́ho hráče.
Pokud je počátečnı́ počet zápalek dělitelný čı́slem 3, pak existuje vı́tězná strategie
pro druhého hráče.
Nynı́ můžeme při rozšiřovánı́ hroznu měnit maximálnı́ počet odebı́raných zápalek.
Např.

Úloha 5:

Na hromádce je 19 zápalek. Dva hráči střı́davě odebı́rajı́ maximálně čtyři zápalky.
Vyhrává ten, který odebere poslednı́ zápalky(u). Pokuste se objevit vı́těznou stra-
tegii některého z hráčů.
Odpověd’:
V tomto přı́padě existuje vı́tězná strategie pro prvnı́ho hráče. Nejprve odebere čtyři
zápalky. Dále bude postupovat tak, aby po jeho tahu byly na hromádce následujı́cı́
počty zápalek p15q, 10 a 5.
Postup uvedený v odpovědi k úloze 5 můžeme zapsat následovně:
Prvnı́ hráč bude odebı́rat zápalky tak, aby po jeho tahu byly počty zápalek na
hromádce následujı́cı́:

3 � p4� 1q, 2 � p4� 1q, 1 � p4� 1q.

Zı́skané výsledky nynı́ můžeme zobecnit.
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Úloha 6:
Zobecněte výsledky předchozı́ch úloh.
Odpověd’:
Pokud je na hromádce n zápalek a počet odebı́raných zápalek je maximálně k, kde
k   n, pak vı́tězná strategie pro některého z hráčů je:

r � pk � 1q, pr � 1q � pk � 1q, . . . , 2 � pk � 1q, 1 � pk � 1q,

přičemž r je největšı́ přirozené čı́slo pro které je r � pk � 1q ¤ n.
Vı́tězná strategie pro prvnı́ho hráče nastává, pokud r � pk � 1q   n.
Vı́tězná strategie pro druhého hráče nastává, pokud r � pk � 1q � n.
Závěr odpovědi úlohy 6 můžeme formulovat ještě jinak:
Jestliže čı́slo k� 1 nedělı́ čı́slo n, pak existuje vı́tězná strategie pro prvnı́ho hráče.
Jestliže čı́slo k � 1 dělı́ čı́slo n, pak existuje vı́tězná strategie pro druhého hráče.

Pokud bychom chtěli zjistit zda žáci skutečně pochopili vı́těznou strategii někte-
rého z hráčů, můžeme jim zadat analogickou úlohu k základnı́ úloze. Při nı́ se však
zápalky budou přidávat.

Úloha 7:
Hra: Hráči pokládajı́ střı́davě na hromádku jednu, dvě nebo tři zápalky. Vyhrává
ten, který při svém tahu položı́ 23. zápalku. Objevte vı́těznou strategii pro někte-
rého z hráčů.
Řešenı́:
Tentokrát jsou bližšı́ cı́le postupně odzadu: 19, 15, 11, 7, 3. Vı́tězná strategie pro
prvnı́ho hráče: Přikládá zápalky tak, aby po jeho tahu byl počet zápalek na hro-
mádce následujı́cı́:

3, 7, 11, 15, 19.

Počty zápalek lze tentokrát zapsat takto:

23� 5 � p3� 1q, 23� 4 � p3� 1q, 23� 3 � p3� 1q, 23� 2 � p3� 1q, 23� 1 � p3� 1q.

Úloha 8:
Jak to vypadá s vı́těznou strategiı́, pokud hra končı́ 22 zápalkami.
Hra: Hráči pokládajı́ střı́davě na hromádku jednu, dvě nebo tři zápalky. Vyhrává
ten, který při svém tahu položı́ 23. zápalku. Objevte vı́těznou strategii pro některého
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z hráčů Odpověd’: Pokud hra končı́ 22 zápalkami, existuje vı́tězná strategie opět
pro prvnı́ho hráče. Postupuje tak, aby po jeho tahu bylo na hromádce postupně
2, 6, 10, 14, 18 zápalek.

Úloha 9:
Jak to vypadá s vı́těznou strategiı́, pokud hra končı́ 24 zápalkami. Odpověd’: Pokud
hra končı́ 24 zápalkami, existuje vı́tězná strategie pro druhého hráče. Postupuje
tak, aby po jeho tahu bylo na hromádce postupně 4, 8, 12, 16, 20 zápalek. Nynı́
můžeme při tvorbě dalšı́ch úloh měnit i maximálnı́ počet přidávaných zápalek. To
však již přenecháme čtenáři. My zde provedeme zobecněnı́. hromádce postupně
2, 6, 10, 14, 18 zápalek.

Úloha 10:
Pokud hra končı́, je-li na hromádce n zápalek a hráči střı́davě přikládajı́ maximálně
k zápalek, kde k   n, pak vı́tězná strategie pro některého z hráčů představuje
následujı́cı́ počty zápalek:

n� r � pk � 1q, n� pr � 1q � pk � 1q, . . . , n� 2 � pk � 1q, n� 1 � pk � 1q,

kde r je největšı́ přirozené čı́slo, pro které platı́ r � pk � 1q ¤ n.
Pokud r � pk � 1q   n, pak existuje vı́tězná strategie pro prvnı́ho hráče.
Pokud r � pk � 1q � n, pak existuje vı́tězná strategie pro druhého hráče.
Závěr odpovědi k úloze 10 můžeme formulovat ještě jinak:
Jestliže čı́slo k� 1 nedělı́ čı́slo n, pak existuje vı́tězná strategie pro prvnı́ho hráče.
Jestliže čı́slo k � 1 dělı́ čı́slo n, pak existuje vı́tězná strategie pro druhého hráče.

Na závěr můžeme žákům zadat numericky náročnějšı́ úlohy, např.

Úloha 11:
Na hromádce je 839 zápalek. Dva hráči střı́davě odebı́rajı́ maximálně 8 zápalek.
Vyhrává ten, který odebere poslednı́ zápalky nebo poslednı́ zápalku. Zjistěte, pro
kterého z nich existuje vı́tězná strategie a jak vypadá.
Řešenı́: Nejprve zjistı́me, zda je čı́slo 839 dělitelné čı́slem 9. Ciferný součet čı́sla
839 je 8� 3� 9 � 20. Čı́slo 20 nenı́ dělitelné čı́slem 9. Při dělenı́ devı́ti dává toto
čı́slo zbytek 2. Proto existuje vı́tězná strategie pro prvnı́ho hráče. V prvnı́m tahu
tento hráč odebere 2 zápalky. Na hromádce zbude 837 zápalek. Pak bude odebı́rat
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tak, aby se po jeho tahu vždy počet zápalek oproti jeho předchozı́mu tahu zmenšil
o 9. Tzn. počty zápalek po odebı́ránı́ prvnı́ho hráče budou postupně:

837, 828, 819, 810, . . . , 27, 18, 9.

Po poslednı́m odebránı́ prvnı́ho hráče již nezbude žádná zápalka a tak tento hráč
vyhrál.

Strategie invariantu
Invariant je takový aspekt problému, který se neměnı́. V nejširšı́m smyslu pod
invariantem rozumı́me jakoukoliv vlastnost matematického objektu nebo mate-
matických objektů, která je společná všem objektům určité množiny a která se
neměnı́ při přechodu od jednoho objektu k jinému objektu dané množiny. Přechod
je obvykle zadán určitým zobrazenı́m.
Nejprve zadáme část problému:

Úloha 1:
Na tabuli jsou napsaná tři přirozená čı́sla. Libovolné z nich smažeme a mı́sto něho
napı́šeme součet zbylých zmenšený o 1.
Úkol:
Zvolte si tři čı́sla a několikrát proved’te výše popsanou úpravu, abyste se s nı́ dobře
seznámili.

Úloha 1 (pokračovánı́):

Úpravu opakujeme několikrát až nakonec dostaneme čı́sla 29, 30, 31. Zjistěte, zda
mohla být na začátku na tabuli napsaná čı́sla 2, 2, 2.
Řešenı́:
Začněme trojicı́ čı́sel 2, 2, 2. Pokud byla na začátku tato čı́sla, pak po prvnı́ úpravě
dostaneme:

2, 2, 2 ÝÑ 2, 2, 3.

Smazali jsme jednu dvojku a mı́sto nı́ jsme napsali 3 � p2�2q�1. Po dalšı́ úpravě
dostaneme :

2, 2, 3 ÝÑ
#
2, 2, 3 Pokud smažeme 3.

2, 3, 4 Pokud smažeme 2.
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Ve trojici 2, 2, 3 jsou dvě čı́sla sudá a jedno čı́slo liché. Po obou možných úpravách
vzniknou trojice, kde jsou opět dvě čı́sla sudá a jedno je liché. Musı́ to tak být
vždy?
Můžeme dál experimentovat a nakonec vyslovit hypotézu:
Hypotéza:
Provedeme-li uvedenou úpravu na trojici čı́sel sudé, sudé, liché (na pořadı́ nezá-
ležı́), pak vznikne opět trojice čı́sel sudé, sudé, liché.
Zdůvodněnı́:
Označı́me-li sudé čı́slo 2k a liché čı́slo 2k� 1 (kde k je přirozené čı́slo), pak platı́:
Smažeme-li liché čı́slo, pak dopsané čı́slo je

2k1 � 2k2 � 1 � 2pk1 � k2q � 1,

což je čı́slo liché.
Smažeme-li sudé čı́slo, pak dopsané čı́slo je

2k1 � p2k2 � 1q � 1 � 2pk1 � k2q,
což je čı́slo sudé.
Hypotéza tedy platı́.
Závěr:
Počet sudých (i lichých) čı́sel se při úpravách neměnı́. Tento počet je proto vzhle-
dem k prováděným úpravám invariantem.
Odpověd’:
Úpravami trojice čı́sel 2, 2, 2 budeme dostávat trojice čı́sel, kde dvě budou sudá
a jedno liché. Protože v trojici čı́sel 29, 30, 31 jsou dvě čı́sla lichá a jedno sudé,
nemohla být při úpravách výchozı́ trojice 2, 2, 2.
Poznámka. Při řešenı́ jsme viditelně využili strategii invariantu. Invariant jsme
objevili pomocı́ experimentovánı́. Protože jsme při řešenı́ vyšli z trojice 2, 2, 2
(koncová situace), použili jsme také strategii cesta zpět. Dále jsme podstatnou
měrou využili strategii parity a také nástroj zvaný vhodná symbolika.
Didaktická poznámka:
O invariantu nenı́ potřeba hovořit. Stačı́, když se učitel zeptá, jak je to po úpravě s
počtem sudých a lichých čı́sel. Procvičujeme sčı́tánı́ a odčı́tánı́ čı́sel a také pojmy
sudé a liché čı́slo.

Úloha 2:
Na zázračném stromě sadař vypěstoval 15 banánů a 16 pomerančů. Každý den
utrhl dva plody a na stromě v tu chvı́li vyrostl jeden nový plod. Přičemž, pokud

95



utrhl dva stejné plody vyrostl pomeranč, pokud však utrhl různé plody vyrostl
banán. Jaký plod bude na stromě poslednı́?
Řešenı́: Abychom zı́skali vhled do problematiky můžeme experimentovat. Za-
čneme samozřejmě s malými čı́sly. Protože sudost a lichost počtu jednotlivých
druhů ovoce může hrát roli, zvolı́me pro počet banánů liché čı́slo, např. 5 a pro
počet pomerančů sudé čı́slo, např. 4. Nynı́ si zahrajeme na sadaře a svoje sklı́zenı́
budeme zapisovat do tabulky 1.

banány pomeranče co jsme utrhli
5 4
3 5 2 banány
3 4 1 banán a 1 pomeranč
3 3 1 banán a 1 pomeranč
3 2 2 pomeranče
1 3 2 banány
1 2 1 banán a 1 pomeranč
1 1 2 pomeranče
1 0 1 banán a 1 pomeranč

Tabulka 1

Při našem experimentu zůstal na stromě nakonec banán. Musı́ to tak být vždy?
Podı́vejme se jaká čı́sla dostáváme pro počty banánů. Všechna čı́sla jsou lichá.
Lichost počtu banánů je tak zřejmě invariantem vzhledem k prováděnému česánı́.
Můžeme tedy vyslovit:
Hypotéza:
Pokud na stromě vyroste lichý počet banánů, pak poslednı́ plod, který na stromě
zůstane je banán.
Ještě než hypotézu zdůvodnı́me, můžeme řı́ci, že každý den se zmenšı́ počet ovoce
na stromě o 1. Sadař tak může česat b� c�1 dnı́, kde b a c je po řadě počet banánů
a pomerančů na začátku.
Zdůvodněnı́:
Každý den se počet plodů zmenšı́ o 1. Počet banánů je každý den liché čı́slo. Bud’
zůstává stejný nebo se zmenšı́ o 2.
Na počátku byl počet banánů vyjádřen lichým čı́slem. Utrhneme-li dva banány,
zmenšı́ se jejich počet o 2, což je opět liché čı́slo. Utrhneme-li banán a pomeranč,
zůstane počet banánů stejný.
Lichost počtu banánů je tak invariantem vzhledem k česánı́ plodů. Na stromě
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proto nemohou zůstat 2 banány ani 2 pomeranče. Musı́ tam tedy zůstat 1 banán a
1 pomeranč. Po jejich utrženı́ na stromě vyroste banán a to je poslednı́ plod.
My jsme problém řešili obecněji a tak se ted’vrátı́me k zadánı́:
Odpověd’:
Po 30 dnech česánı́ zůstane na zázračném stromě banán.
Vyslovme analogickou úlohu. Počet banánů bude vyjádřený lichým sudým čı́slem.

Úloha 3:
Na zázračném stromě sadař vypěstoval 12 banánů a 11 pomerančů. Každý den
utrhl dva plody a na stromě v tu chvı́li vyrostl jeden nový plod. Přičemž, pokud
utrhl dva stejné plody vyrostl pomeranč, pokud však utrhl různé plody vyrostl
banán. Jaký plod bude na stromě poslednı́?
Řešenı́:
Experimentovánı́m zřejmě dojdeme k závěru, že tentokrát bude na stromě po-
slednı́m plodem pomeranč. Zdůvodněnı́ vyslovené hypotézy nynı́ spočı́vá v tom,
že počty banánů budou stéle pouze sudá čı́sla. Invariantem tentokrát bude sudost
počtu banánů.
Poznámka:
Při řešenı́ problému 2 i 3 jsme použili strategie zjednodušenı́ a experimentovánı́,
strategii invariantu, strategii parity, ale také strategii zobecněnı́ a konkretizace.
Na základě experimentovánı́ jsme vždy vyslovili hypotézu, která obsahovala náš
problém jako speciálnı́ přı́pad. Toto zobecněnı́ jsme také dokázali. Při řešenı́ pro-
blému Lze navı́c využı́t strategii analogie.
Didaktická poznámka:
Při zjednodušenı́ před začátkem experimentovánı́ u problému 2 žákům poradı́me,
aby za počet banánů volili malé liché čı́slo a pro počet pomerančů jakékoliv malé
čı́slo. O invariantu nenı́ potřeba hovořit. Stačı́, když se učitel zeptá jak je to po
utrženı́ plodů vypadá s počtem banánů. Při řešenı́ procvičujeme sčı́tánı́ a odčı́tánı́
čı́sel a také pojmy sudé a liché čı́slo.

Literatura
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Ukázky zkoumánı́ ve školské
matematice

Jan Kopka
Katedra matematiky, Přı́rodovědecká fakulta UJEP v Ústı́ n.L., Jan.kopka@ujep.cz

V článku předložı́me dvě ukázky řešenı́ problému pomocı́ zkoumánı́. Prvnı́ bude
z oblasti dělitelnosti, druhá bude souviset s Fibonacciho posloupnostı́.

Největšı́ společný dělitel
V následujı́cı́m problému půjde o to určit největšı́ho společného dělitele pro ne-
konečně mnoho přirozených čı́sel.

Problém 1:
Určete v množině N všech přirozených čı́sel největšı́ho společného dělitele všech
čı́sel n3 � 17n, kde n je nenulové přirozené čı́slo.
Řešenı́:
Protože požadované čı́slo musı́me nejprve objevit, začneme experimentovánı́m.
Pro n � 1, 2, 3, 4, 5 dostaneme (viz tab. 1): Zkoumánı́m tabulky zjistı́me, že

n 1 2 3 4 5
n3 � 17n 18 42 132 132 210

Tabulka 1

Dp18, 42q � 6 � Dp3, 7q � 6 � 1 � 6. Čı́slo 6 je dělitelem i ostatnı́ch čı́sel
uvedených v tabulce 1 (jsou sudá a jejich ciferný součet je dělitelný třemi). Nej-
většı́m společným dělitelem všech uvažovaných čı́sel proto mohou být pouze čı́sla
1, 2, 3, 6. Dokážeme-li, že 6 dělı́ všechna tato čı́sla, bude 6 jejich největšı́m spo-
lečným dělitelem. Hypotéza: p@n P Nq 6|pn3 � 17nq
Nynı́ ukážeme tři různé důkazy právě vyslovené hypotézy.

a) Důkaz matematickou indukcı́:

1) Dokážeme, že hypotéza platı́ pro n � 1. To však platı́ – viz předchozı́
zkoumánı́.
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2) Dokážeme p@n P Nq r6|pn3 � 17nq ùñ 6|ppn� 1q3 � 17pn� 1qqs
Necht’n je libovolné přirozené čı́slo pro které platı́, že 6|pn3 � 17nq. Pak

pn�1q3�17pn�1q � n3�3n2�3n�1�17n�17 � pn3�17nq�3npn�1q�18
Výraz v prvnı́ závorce je dělitelný šesti podle indukčnı́ho předpokladu. Druhý
sčı́tanec je také dělitelný šesti, protože je součinem čı́sla 3 a výrazu npn� 1q,
což je součin dvou za sebou jdoucı́ch přirozených čı́sel, a to znamená, že jedno
z nich je dělitelné dvěma. Poslednı́ sčı́tanec je také dělitelný šesti. Proto i součet
těchto třı́ sčı́tanců je dělitelný šesti. �

a) Důkaz pomocı́ úpravy výrazu na ”faktoriálové součiny“.
Využijeme skutečnost, že součin třı́ za sebou jdoucı́ch přirozených čı́sel je
dělitelný dvěma (minimálně jedno z čı́sel je sudé) a současně třemi (ze třı́ za
sebou jdoucı́ch přirozených čı́sel je jedno násobkem třı́). Tento součin je proto
dělitelný čı́slem 3 � 2 � 6.
Výraz n3 � 17n můžeme upravit takto:

n3 � 17n � pn3 � nq � 18n � npn2 � 1q � 18n � npn� 1qpn� 1q � 18n

� pn� 1qnpn� 1q � 18n

Prvnı́ sčı́tanec je dělitelný šesti (zdůvodněnı́ viz výše) a druhý také. Proto i
součet těchto dvou čı́sel je dělitelný šesti. To platı́ pro libovolné přirozené čı́slo
n.

a) Důkaz pomocı́ využitı́ zápisu přirozených čı́sel n ve tvaru 6k � z, kde
z � 0, 1, 2, 3, 4, 5. Budeme-li přirozené čı́slo n dělit čı́slem 6, dostaneme
některý ze zbytků 0, 1, 2, 3, 4, 5. Libovolné přirozené čı́slo n se tak dá zapsat
ve tvaru 6k� z, kde k je neúplný podı́l a z je zbytek. Libovolné přirozené čı́slo
n proto můžeme zapsat v jednom z následujı́cı́ch tvarů:

6k, 6k � 1, 6k � 2, 6k � 3, 6k � 4, 6k � 5 (1)

Pokud výrazy (1) dosadı́me do výrazu n3 � 17n, dostaneme:

n � 6k p6kq3 � 17 � 6k � 6p36k3 � 17kq � 6 � A
n � 6k � 1 p6k � 1q3 � 17 � 6pk � 1q � 216k3 � 108k2 � 120k � 18 � 6 �B
n � 6k � 2 p6k � 2q3 � 17 � 6pk � 2q � 216k3 � 216k2 � 174k � 42 � 6 � C
n � 6k � 3 p6k � 3q3 � 17 � 6pk � 3q � 216k3 � 324k2 � 264k � 78 � 6 �D
n � 6k � 4 p6k � 4q3 � 17 � 6pk � 4q � 216k3 � 432k2 � 390k � 132 � 6 � E
n � 6k � 5 p6k � 5q3 � 17 � 6pk � 5q � 216k3 � 540k2 � 552k � 210 � 6 � F
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Zjistili jsme, že čı́slo 6 je dělitelem výrazu n3 � 17n pro libovolná n P N , a
proto je i největšı́m společným dělitelem uvažovaných čı́sel.

Fibonacciho posloupnost

Obrázek 1

Motivace: Fibonacci (viz obr. 1) byl jednı́m z největšı́ch mate-
matiků středověku. Byl např. velkým propagátorem desı́tkové
pozičnı́ soustavy, která vznikla v Indii a kterou do Evropy při-
nesli Arabové. Narodil se okolo roku 1175 ve městě Pizza
se známou šikmou věžı́. Jeho vlastnı́ jméno bylo Leonardo
Pisánský. Protože však on sám si řı́kal Fibonacci, což zna-
mená syn Bonacciho, je dnes znám spı́še pod tı́mto jménem.
Zůstalo po něm celkem 5 matematických pracı́, z čehož čtyři
byly knihy. V jedné z nich vyslovil takovýto problém:

Vypustı́me do přı́rody párek malých zajı́ců. Zajı́cům trvá měsı́c, než dospějı́, a pak
vždy každý dalšı́ měsı́c majı́ párek zajı́čků. Kolik párů zajı́čků bude v přı́rodě za
rok?
Pokud si situaci v několika prvnı́ch měsı́cı́ch graficky znázornı́me, dostaneme
strom na obrázku 2 (křı́žek představuje párek zajı́ců).
Zı́skaná posloupnost dostala od francouzského matematika Lucase v devatenáctém
stoletı́ název Fibonacciho. Tato posloupnost má mnoho zajı́mavých vlastnostı́, a
proto se pokusı́me některé z nich objevit.

Dalšı́ členy posloupnosti
Prvnı́ch deset členů Fibonacciho posloupnosti je

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55.

Napište dalšı́ch pět členů této posloupnosti.

p89, 144, 233, 377, 610q

Abychom se mohli o Fibonacciho čı́slech, tj. členech této posloupnosti, lépe
vyjadřovat, budeme použı́vat k jejich označenı́ pı́smeno F s indexem udávajı́cı́m
pořadı́ tohoto čı́sla, tzn.

F1 � 1, F2 � 1, F3 � 2, F4 � 3, F5 � 5, F6 � 8, F7 � 13 atd.
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Obrázek 2

Vytvářenı́ posloupnosti
Pokuste se napsat formuli, pomocı́ nı́ž vytvářı́me dalšı́ členy posloupnosti.
F1 � F2 � 1 a každý dalšı́ člen vytvořı́me vždy sečtenı́m dvou členů předchozı́ch,
tzn.

Fn � Fn�2 � Fn�1, kde n ¥ 3. (2)

Pravidlu (2) se řı́ká Fibonacciho pravidlo. Nynı́ již můžeme odpovědět na otázku
ve Fibonacciho problému, kolik párů zajı́ců bude v přı́rodě za rok. Bude to F13,
což je 233.

Zajı́mavé problémy (souvisejı́cı́ s Fibonacciho po-
sloupnostı́)

Problém 1: Zdolávánı́ schodů
Použı́vám schody raději než výtah. Když pospı́chám, beru schody po dvou. Jindy
došlápnu na každý schod. Jestliže použı́vám oba dva druhy pohybů – krok (K) na
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následujı́cı́ schod a skok (S), což je vynechánı́ jednoho schodu, kolika různými
způsoby mohu zdolat n schodů? Např. pro 4 schody dostaneme tyto možnosti:

1. KKKK

2. KKS

3. KSK

4. SKK

5. SS

Máme tedy 5 různých způsobů, jak překonat 4 schody.
Řešenı́:
Experimentovánı́:

1 schod K 1 způsob F2 � F1 � 1
2 schody KK,S 2 způsoby F3 � 2
3 schody KKK,KS, SK 3 způsoby F4 � 3
4 schody viz výše 5 způsobů F5 � 5
5 schodů . . . 8 způsobů F6 � 8

Hypotéza:
Existuje Fpn�1q způsobů, jak překonat n schodů.
Důkaz matematickou indukcı́ (jedná se o zobecněnou matematickou indukci):

1. Pro n � 1 hypotéza platı́ – viz experimentovánı́.

2. Předpokládejme, že na schod n� 2 se dostaneme Fn�1 způsoby a na schod
n � 1 se dostaneme Fn způsoby. Ukažme, že na schod n se dostaneme
Fn�1 způsoby viz obr. 3. Na schod n se dostaneme, bud’skokem ze schodu
n� 2, nebo krokem ze schodu n� 1. Podle indukčnı́ho předpokladu to ale
znamená, že na schod n � 2 se dostanu Fn�1 způsoby a na schod n � 1 se
dostanu Fn způsoby, což znamená, že na schod n se dostaneme Fn�1 � Fn

způsoby, což je Fn�1 způsoby. �

Odpověd’ je proto obsažena ve výše vyslovené hypotéze.
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Obrázek 3

Problém 2: Stavba zı́dky

Stavı́me zı́dku výšky 2 a máme k dispozici cihly majı́cı́ jeden rozměr 1 a druhý
rozměr 2. Kousek zı́dky majı́cı́ délku 11 je ukázán na obr. 4. Kolika způsoby
můžete postavit zı́dku majı́cı́ délku n?

Obrázek 4

Řešenı́:
Označme si cihlu na stojato S a 2 cihly nad sebou na ležato L.
Experimentovánı́:
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Délka 1 S 1 způsob F2 � 1
Délka 2 SS, L 2 způsoby F3 � 2
Délka 3 SSS, SL, LS 3 způsoby F4 � 3
Délka 4 SSSS, SSL, LSS, LL 5 způsobů F5 � 5
Délka 5 . . . 8 způsobů F6 � 8

Hypotéza:
Zı́dku délky n lze postavit Fn�1 způsoby.
Důkaz matematickou indukcı́ vytvořı́me analogicky jako důkaz u předchozı́ho
problému a přenecháme ho proto čtenáři. Poznamenejme pouze, že zı́dka bude
končit bud’jednou cihlou nastojato, nebo dvěma cihlami nad sebou naležato.
Po provedenı́ důkazu můžete řı́ci, že hypotéza představuje správnou odpověd’.

Problém 3: Cesta vytvořená bez tyčinek délky 1
Máme tyčinky délek 2, 3, 4, 5, atd. Chybı́ nám tedy tyčinky délky 1. Kolika způsoby
můžete vytvořit pomocı́ těchto tyčinek přı́mou cestu délky n, kde n je přirozené
čı́slo ¡ 1?
Náznak řešenı́:
Tyčinky budeme označovat obdobně jako v předchozı́m problému.

cesta délky 2 2 1 způsob F1 � 1
cesta délky 3 3 1 způsob F2 � 1
cesta délky 4 4, 2+2 2 způsoby F3 � 2
cesta délky 5 5, 3+2, 2+3 3 způsobů F4 � 3
cesta délky 6 6, 4+2, 2+4, 3+3, 2+2+2 5 způsobů F5 � 5

Hypotéza:
Cestu délky n můžeme vytvořit z tyčinek délky 2, 3, 4, . . .
(nenı́ zde tyčinka délky 1) celkem Fn�1 způsoby.

Poznámka. Z našeho zápisu při experimentovánı́ je dobře vidět, že problém 3 by
mohl znı́t: Kolika způsoby můžeme zapsat přirozené čı́slo n ¡ 1 jako součet čı́sel
2, 3, 4, atd. (přitom např. zápisy 2� 3 a 3� 2 jsou různé).
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Demonstračnı́ experimenty s
kapalným dusı́kem

Jiřı́ Králı́k
katedra fyziky PřF UJEP, Ústı́ nad Labem, jkralik@physics.ujep.cz

1 Několik zajı́mavostı́ na úvod1

• Dusı́k byl jako samostatná látka objeven ve druhé polovině 18. stoletı́.

• Tuto látku pojmenoval Antoine Lavoisier „azote“ – dusivý plyn (člověk se
při dýchánı́ tohoto plynu dusı́, protože potřebuje kyslı́k, ne dusı́k :-)).

• Je bez barvy, chuti a zápachu. Nenı́ toxický a v plynném skupenstvı́ za
normálnı́ch teplot a koncentracı́ ani jinak nebezpečný.

• Plynný dusı́k se obvykle vyskytuje v molekulách N2 (pevná trojná vazba).

• Dusı́k tvořı́ 78 % objemu vzduchu v atmosféře.

• Využı́vá se v amoniaku a kyselině dusičné jako hnojivo, rovněž se pou-
žı́vá jako inertnı́ atmosféra např. při výrobě integrovaných obvodů, výrobě
nerezové oceli nebo při plněnı́ obalů výrobků, aby nedošlo ke zmačkánı́ a
zvlhčenı́ (např. brambůrky). Dřı́ve se užı́val k výrobě střelného prachu.

• Dusı́k začı́ná vřı́t (či kapalnět) při 77,35 K (� �195, 80 �C), taje (či tuhne)
při 63,14 K (� �210, 01 �C).

1Základnı́ zdroj inspirace k těmto pokusům jsem zı́skal při návštěvě technického
muzea v Mnichově (viz http://www.deutsches-museum.de/). Některé doplňujı́cı́ infor-
mace pak z wikistránky http://cs.wikipedia.org/wiki/Dus\%C3\%ADk
a z pěkného článku o kapalném dusı́ku od docenta Miloše Rottera
http://kdf.mff.cuni.cz/veletrh/sbornik/rozsirene/Rotter/Rotter.ht
ml. Dále mi byly inspiracı́ některé experimenty umı́stěné na YouTube (zejména viz
http://www.youtube.com/playlist?list=PL2519752840E19531\&feature=
plcp). Věře Tomešové a Nicol Bendlové děkuji za účinnou pomoc a mnohé zlepšovacı́ návrhy
při samotném experimentovánı́. Pokud v tomto textu najdete nějakou chybku či vás napadne i
něco jiného, jak ho lze vylepšit, dejte mi prosı́m vědět na můj mail. Tento soubor budu postupně
doplňovat a vystavı́m ho na http://physics.ujep.cz/˜jkralik/downloads.htm.
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• Výroba kapalného dusı́ku je velmi levná – méně než 10 Kč/l (oproti např.
kapalnému héliu, jehož výrobnı́ cena je řádově 100 Kč/l), nicméně prodejnı́
cena se pohybuje mezi 40 a 50 Kč/l.

• Hustota kapalného dusı́ku je zhruba 800 kg/m3, tj. je nižšı́ než hustota vody.

• Viskozita kapalného dusı́ku je zhruba 6 krát menšı́ než viskozita vody.

• Z jednoho litru kapalného dusı́ku vznikne za atmosférického tlaku asi 680
litrů plynného dusı́ku (o pokojové teplotě).

• Kapalný dusı́k se použı́vá napřı́klad na vypalovánı́ bradavic nebo na ucho-
vávánı́ tkánı́.

• Kapalný dusı́k lze ve většı́m množstvı́ pro školu zı́skat např. od fi-
rem http://www.linde-gas.cz/ či www.lineq.cz. Za poměrně
nı́zký poplatek (zhruba 50 Kč/den) si lze půjčit i Dewarovu nádobu. V me-
nšı́ch množstvı́ch lze kapalný dusı́k zı́skat např. na kožnı́m nebo někde, kde
se zabývajı́ plemenářstvı́m.

2 Změna vlastnostı́ materiálů, fázové přechody2

2.1 Var způsobený ledem
Pomůcky: Vodnı́ led (tajı́cı́).
Provedenı́: Vhod’te kus ledu do nádoby s dusı́kem a sledujte překotný var dusı́ku
kolem ledu.
Vysvětlenı́: Dusı́k má v nádobě teplotu těsně pod bodem varu, tj. zhruba�196 �C,
led v blı́zkosti bodu tánı́ je pro kapalný dusı́k velmi horký a způsobı́, že dusı́k
v okolı́ ledu dosáhne varu a začne překotně vřı́t.
Dodatek: Je vhodné před vhozenı́m kusu ledu do dusı́ku dojı́t se studenty k před-
povědi, jak se bude chovat velmi horká voda, když do nı́ ponořı́me žhavé železo.

2.2 Zmrazovánı́ potravin
Pomůcky: Kladivo (dřevěné), pevná podložka, potravina s vyššı́m obsahem vody
(např. citrusové ovoce, jablko, rajské jablko, jahody, banán), vejce, karafiát.

2U všech dále uvedených pokusů se samozřejmě předpokládá nejen přı́tomnost samotného
kapalného dusı́ku, ale i vhodných nádob na jeho uchovávánı́ v menšı́ch množstvı́ch (osvědčily se
polystyrénové). Rovněž použı́vánı́ ochranných pomůcek nemusı́ být na závadu. :-)
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Provedenı́: Umı́stěte na cca 1 minutu jahodu do nádoby s kapalným dusı́kem
(vejce je nutné nechat min pětkrát déle (předem rotacı́ ukázat, že je neuvařené), po
vyjmutı́ z nádoby budou křehké – lze rozbı́t kladivem. Namočte do nádoby krátce
karafiát – po vyjmutı́ stačı́ květ zmáčknout a rozpadne se na malé kousky.
Vysvětlenı́: Led je křehký a protože v namáhaných potravinách i karafiátu je
mnoho vody, jsou křehké i ony. Vajı́čko nenı́ denaturované, i když tak vypadá –
necháte-li ho delšı́ dobu v teplé mı́stnosti, opět úplně roztaje.
Dodatek: Jahoda je vhodná proto, že je malá a nenasaje (= nespotřebuje) tolik
dusı́ku a rychle se ochladı́. Navı́c, protože v sobě neobsahuje tak velké procento
vody, takže přı́liš nepraská. Když totiž mražená potravina obsahuje přı́liš velké
procento vody (např. hroznové vı́no), ráda praská ještě před vynořenı́m z dusı́ku.
Je to v důsledku anomálie vody, která má nejvyššı́ hustotu při zhruba 4 �C a tedy
při chladnutı́ jejı́ objem (při dané hmotnosti) roste.

2.3 Zmrazovánı́ ruky

Pomůcky: Živá ruka, teploměr pro měřenı́ velmi nı́zkých teplot (nenı́ nutný).
Provedenı́: Namočte do nádoby s kapalným dusı́kem ruku a po několika málo
sekundách ji vyjměte.
Vysvětlenı́: Jak to, že neztuhne jako předměty v předešlé demonstraci? Důvody,
proč se ruce nic nestane jsou v zásadě tři: 1) Pokud ruku nenecháte v dusı́ku dlouho,
nenastane termodynamická rovnováha. 2) Živá ruka je udržována na vyššı́ teplotě
vůči okolı́ krevnı́m oběhem, proto pod určitou úroveň chladne nesnadno. 3) Onu
chvilku, po kterou je ruka ponořena, ji od přı́mého styku s kapalným dusı́kem chránı́
vrstva par, které vznikajı́ dı́ky prudce se vypařujı́cı́mu dusı́ku. Přitom dusı́kové
páry jsou o něco teplejšı́ než samotný kapalný dusı́k (viz Leidenfrostův jev).
Dodatek: Před ponořenı́m ruky je vhodné na nı́zkoteplotnı́m teploměru ukázat,
jak velmi chladný kapalný dusı́k je. Mı́sto teploměru lze jako ukázku „chladnosti“
kapalného dusı́ku ochladit napřı́klad kovovou lžı́ci, která se po umı́stěnı́ zpět do
pokojové teploty postupně ojı́nı́ (a k nı́ přiložený vlhký hadřı́k přimrzne).

2.4 Hopsakoule a matlakoule

Pomůcky: Hopsakoule (hopı́k), matlakoule.
Provedenı́: Ukažte diametrálně rozdı́lné chovánı́ hopsakoule a matlakoule při
pokojových teplotách. Poté obě namočte do tekutého dusı́ku (asi 1,5 min). Obě
koule se po vyjmutı́ budou chovat velmi podobně.

109



2.5 V dusı́ku namočený suchý kapesnı́k
Pomůcky: Papı́rový kapesnı́k.
Provedenı́: Namočte suchý papı́rový kapesnı́k do kapalného dusı́ku a pak vyjměte.
Kapesnı́k bude chvı́li nemačkavý (jako silon).
Vysvětlenı́: Kapesnı́k je v tomto stavu udržován intenzivnı́m proudem par dusı́ku,
které jej po nějakou dobu roztahujı́.
Dodatek: Kapesnı́k nemačkejte přı́liš vehementně, dusı́k se rychle vypařuje, takže
mačkavost přicházı́ celkem záhy. Je rovněž dobré si vyzkoušet, jak kapesnı́k složit,
aby byl efekt dobře vidět (mně se osvědčilo složenı́ na podlouhlý proužek).

2.6 V dusı́ku namočený mokrý kapesnı́k
Pomůcky: Papı́rový kapesnı́k, nádoba s vodou, kladivo.
Provedenı́: Papı́rový kapesnı́k nejdřı́ve namočte do vody a pak do dusı́ku. Po
vytaženı́ ho lze rozbı́t kladivem.
Vysvětlenı́: Podobně jako u pokusu 2 – led je křehký a rozbı́jı́ i „kapesnı́kové“
vazby.
Dodatek: Pokud namočı́te kapesnı́k vı́ce, je nutné jej déle chladit – efekt pak ale
bude většı́.

2.7 „Suchý“ balónek
Pomůcky: Gumový (pout’ový) balónek, kladivo.
Provedenı́: Ponořte suchý gumový balónek do dusı́ku a nechte ho v něm zhruba
1 min. Po vytaženı́ ho lze rozbı́t kladivem, i když neobsahuje vodu.
Vysvětlenı́: Guma při ochlazenı́ křehne dı́ky tomu, že dlouhé zapletené molekuly,
které gumu tvořı́, se zkracujı́ a rozmotávajı́.

2.8 Ledová koule
Pomůcky: Kovová koule či závažı́, provázek či tenký drát, průhledná nádoba s
vodou (např. akvárium).
Provedenı́: Zchlad’te v dusı́ku kovový předmět (uvázaný např. na provázku),
rychle jej vyjměte a ponořte do vody (může mı́t pokojovou teplotu, ale čı́m chlad-
nějšı́, tı́m lépe) a pozorujte. Na kouli se objevı́ ledová slupka, která viditelně
roste.
Vysvětlenı́: Tepelná kapacita koule stačı́ na to, aby ochladila vodu v jejı́m okolı́
pod bod tuhnutı́.
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Dodatek: Pokud jako nádobu s vodou použijete většı́ kulatou kádinku, při ponořenı́
se bude koule zdát většı́ (funguje to jako spojná čočka) a bude tedy lépe vidět.
Na druhou stranu to trochu odvádı́ od samotného zajı́mavého efektu rychlého
zamrzánı́ koule do ledu.

2.9 Zmrzlina

Pomůcky: 1 l mléka, 1 kg moučkového cukru, 3 vaječné žloutky, 1 l smetany, 2�
vanilı́nový cukr, nastrouhaná čokoláda – množstvı́ a typ podle chuti (např. 100 g
s drcenými ořechy).
Provedenı́: Všechny ingredience dejte do vhodné nádoby (např. plechové mı́sy),
nejprve řádně promı́chejte, nejlépe elektrickým šlehačem nebo v mixéru, a pak
postupně za stálého a intenzivnı́ho mı́chánı́ (např. lžı́cı́) pomalu přilévejte dusı́k.
Vznikne zmrzlina.
Dodatek: Pozor, spotřeba dusı́ku je poměrně velká, ale jinak se kulinářským
nápadům a variacı́m meze v podstatě nekladou. :-)

3 Zvětšovánı́ objemu dusı́ku při přechodu kapalina-
plyn

3.1 Bouchajı́cı́ krabička

Pomůcky: Uzavı́ratelná plastová krabička od kinofilmu, chemické kleště.
Provedenı́: Chyt’te krabičku do kleštı́, naplňte tak do jedné čtvrtiny dusı́kem a
pevně zaklapněte vı́čko. Vı́čko během chvilky rychle vyskočı́ (pozor, nenaklánět
se nad něj!).
Vysvětlenı́: Dusı́k se při přechodu z kapalného do plynného skupenstvı́ enormně
rozpı́ná (stejně jako velmi mnoho dalšı́ch látek) a dı́ky velkému rozdı́lu teplot
kapalného dusı́ku a mı́stnosti (zhruba 200 �C = 200 K) je tento proces velmi
rychlý.
Dodatek: Při správném provedenı́ skáče vı́čko celkem daleko, proto je vhodné si
krabičku a vı́čko spojit tenkým provázkem. Lze použı́t i jinou plastovou krabičku
(např. na potraviny) nebo i krabičku od Kindervajı́čka (pozor, nesmı́ držet přı́liš
pevně).
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3.2 Balónek na baňce
Pomůcky: Gumový balónek, Erlenmayerova baňka.
Provedenı́: Nalijte kapalný dusı́k do baňky a navlékněte gumový balónek na jejı́
hrdlo. Balónek se nafukuje.
Vysvětlenı́: Ohřı́vánı́ kapalného dusı́ku způsobuje jeho vypařovánı́ a zvětšovánı́
objemu.
Dodatek: Je dobré si navlékánı́ balónku na kádinku nacvičit předem i přesto, že s
podobnými úkony máte zkušenosti.

3.3 Výbuch v ruce
Pomůcky: Gumový balónek, nálevka, odměrná zkumavka či kádinka (nenı́ nutná).
Provedenı́: Nalijte do připravené kádinky odměřené množstvı́ kapalného dusı́ku,
vsuňte hrdlo nálevky do balónku, vlijte do nı́ dusı́k a pevně chyt’te hrdlo mı́čku
mezi prsty (obtočit) – mı́ček se nafukuje a nakonec praskne. Pozor, při správném
provedenı́ je rána značná!
Vysvětlenı́: Stejné jako u předchozı́ demonstrace.
Dodatek: Nalijte-li do mı́čku dusı́ku přı́liš, prasknutı́ nebude tak silné, pokud
málo, bude nafukovánı́ balónku trvat dlouho a nakonec nemusı́ ani prasknout. Je
nutné to odzkoušet dopředu, balónky od různých výrobců majı́ různou kvalitu.
Zkuste nejprve cca 5 ml. Rovněž úchop balónku s dusı́kem uvnitř je poměrně
náročný – ideálnı́ je, když se vám podařı́ jeho hrdlo obtočit dvakrát kolem prstu.
Pozor na většı́ politı́ dusı́kem – občas to pálı́ ;-) Tento pokus lze dělat napřı́klad i
nalitı́m dusı́ku do PET láhve, nasazenı́m balónku a pečlivým zavázánı́m – riziko
popálenı́ je tak o mnoho menšı́.

3.4 Rotujı́cı́ mı́čky na pingpong
Pomůcky: Pingpongový mı́ček s dı́rkami po obvodu (dokonce stačı́ i mı́ček jen s
jednou dı́rkou mimo obvod), plechová mı́sa či oválný tác.
Provedenı́: Úplně ponořte pingpongový mı́ček do dusı́ku a nechte asi 2,5 min.
Umı́stı́te-li poté mı́ček na tác, roztočı́ se (tác je tam pouze kvůli jeho okrajům, aby
mı́ček neutekl).
Vysvětlenı́: Jsou-li dı́rky dostatečně malé, dusı́k zevnitř mı́čku uniká velkou rych-
lostı́ ven – otáčenı́ je reakcı́ na tryskajı́cı́ páry dusı́ku (reaktivnı́ pohon).
Dodatek: Někdy je potřeba mı́čku trochu pomoci tı́m, že do něj mı́rně strčı́me.
Můžete si mı́ček pomalovat různými barvami, které se při rychlé rotaci mı́čku
„slijı́“ v jinou (např. žlutá a modrá v zelenou). Při dělánı́ dı́rek do pingpongového
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mı́čku je dobré mı́rně nahřát špičku špendlı́ku a velmi zešikma a pomalu dı́rkovat.
Dı́rka by měla být co nejmenšı́ (Bernoulli).

3.5 Exploze láhve
Pomůcky: Pevná plastová láhev (vhodná např. 0,5 l láhev od Coca-Coly).
Provedenı́: Na širšı́m prostranstvı́ nalijte trochu kapalného dusı́ku do plastové
láhve (cca 1/10 objemu), pořádně utáhněte vı́čko a odstupte cca 10 metrů. Po
nějaké chvı́li nastane velká rána, vypařujı́cı́ se dusı́k láhev roztrhá.
Dodatek: Pozor, k láhvi nechod’te blı́že, dokud nenastane výbuch – pokud ne-
nastává třeba i 5 minut, raději ještě alespoň 10 minut počkejte, než se k láhvi
přiblı́žı́te. Pokud uslyšı́te jasné syčenı́ signalizujı́cı́, že je láhev nedobře uzavřena,
počkejte až dosyčı́. Pěkný efekt vytvořı́ obměna tohoto pokusu s vodou – použijte
pevný plechový kbelı́k a naplňte ho vodou, přivažte na plastovou láhev závažı́ a
experiment opakujte s tı́m, že zatı́ženou láhev s dusı́kem vhodı́te do vody. Pozor,
vypařovánı́ je v tomto přı́padě rychlejšı́, takže od kbelı́ku raději spěchejte. Tuto
demonstraci je vhodné dělat na konci „představenı́ “ – je nutný otevřený prostor,
nedělejte v uzavřených mı́stnostech!

4 Zmenšovánı́ objemu plynu při ochlazovánı́

4.1 Balónková taška a magické ruce
Pomůcky: Většı́ mı́sa (např. salátová), gumový balónek.
Provedenı́: Nafoukněte balónek, dejte do mı́sy a polijte ho dusı́kem. Balónek se
začne smršt’ovat. Po vyjmutı́ z mı́sy se začne opět nafukovat.
Vysvětlenı́: Vzduch (z největšı́ části dusı́k a kyslı́k) v balónku se ochladı́ a vý-
znamně zmenšı́ svůj objem až oba plyny skondenzujı́ (kyslı́k kondenzuje při
182, 95 � (90,20 K), tj. o zhruba 13 �C výše než dusı́k). Po zahřı́vánı́ zpět na
pokojovou teplotu nabývá zpět svého původnı́ho objemu.
Dodatek: Balónek můžete nechat v mı́se a mezitı́m dělat dalšı́ pokusy, balónek se
bude nafukovat až po chvı́li. Všimněte si, že plyn v balónku se ochlazuje daleko
rychleji než pevná tělesa. Vezmete-li balónek opatrně do rukou, bude nabývat
původnı́ objem mnohem rychleji.

4.2 Zmuchlaná PETka
Pomůcky: Většı́ mı́sa, PET láhev.
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Provedenı́: Pečlivě uzavřete PET láhev, dejte do mı́sy a polijte ji dusı́kem. Láhev
se začne deformovat, jako kdyby byla vysávána vývěvou.
Vysvětlenı́: Jak vzduch v láhvi kapalnı́, smršt’uje se a tlak okolnı́ atmosféry PET
láhev deformuje.

4.3 Nasátı́ kondomu

Pomůcky: Erlenmayerova baňka (většı́), gumový balónek či kondom.
Provedenı́: Na baňku nasad’te balónek a ponořte do dusı́ku. Balónek je nasáván
do baňky.
Vysvětlenı́: Vzduch v baňce zmenšuje svůj objem a vnějšı́ atmosféra tak balónek
vhánı́ dovnitř.
Dodatek: Užijete-li většı́ kádinku a kondom (kvůli navléknutı́ na široké hrdlo), je
efekt většı́.

5 Leidenfrostův jev

5.1 Kapky na podnosu

Pomůcky: Kovový podnos.
Provedenı́: Vylijte trochu kapalného dusı́ku na kovový („střı́brný“) podnos – dusı́k
se rozpadne do mnoha „tancujı́cı́ch“ kapek.
Vysvětlenı́: Kapky kapalného dusı́ku oddělujı́ od stolu, který je pro ně velmi
„horký“, překotně vznikajı́cı́ páry dusı́ku. Tyto páry jsou o mnoho chladnějšı́ než
samotný stůl, proto se kapky nevypařı́ po poměrně dlouhou dobu. Jejich volný
pohyb je dán tı́m, že pohyb kapek po dusı́kových parách velmi účinně eliminuje
třenı́ (podobně jako vzduchový polštář u vznášedel). Jev je analogický jevu, kdy
kapka vody vydržı́ na rozpálené plotýnce také poměrně dlouho „tancovat“ (ka-
palnou vodu odděluje od velmi horké plotny pára, jejı́ž teplota je o dost nižšı́ než
teplota plotny). Tomuto jevu se řı́ká Leidenfrostův jev. Pěkné je přı́mé srovnánı́
chovánı́ vodnı́ch kapek na rozpálené pánvi a dusı́kových kapek na hladkém stole.
Dodatek: Nejlépe je vidět přı́mo, ale pro většı́ třı́dy lze použı́t i kvalitnı́ vizualizér
či webkameru a promı́tat přes dataprojektor na velké plátno. Nenı́-li podnos, lze
pozorovat i na hladkém stole či hladké podlaze (pozor, přı́liš mnoho kapalného
dusı́ku nedělá dobře dýhám a některým druhům lin, ale pokud se na ně dusı́k
vylévá vždy pouze v malém množstvı́, nestačı́ se prakticky vůbec ochladit).
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5.2 Křı́da a setrvačnost
Pomůcky: Křı́da, rovný pečı́cı́ plech nebo rovný (čistý a odolný) stůl.
Provedenı́: Ponořte asi na 1,5 min křı́du (čı́m je pórovitějšı́, tı́m lépe) do kapalného
dusı́ku, pak ji položte na podložku a lehce do ni cvrnkněte ve vodorovném směru.
Křı́da se chvı́li bude pohybovat prakticky bez třenı́.
Vysvětlenı́: Vypařovánı́ dusı́ku způsobuje mı́rné nadnášenı́ křı́dy – křı́da se pak
pohybuje jako na vzduchovém (dusı́kovém) polštáři. Takto lze pěkně (třebaže jen
po poměrně krátkou dobu) ilustrovat Princip setrvačnosti (= 1. Newtonův zákon).
Dodatek: Pokud pokus děláte na pečı́cı́m plechu, je dobré jej trochu nahřát –
proud dusı́ku z křı́dy je pak intenzivnějšı́. V takovém přı́padě je ale dobré nechat
křı́du v dusı́ku o něco déle, aby dusı́k nevyprchal přı́liš brzy.

5.3 Plovoucı́ zledovatělé bubliny
Pomůcky: Většı́ nı́zká krabice nebo pekáč (výška min 5 cm, raději o něco vı́ce,
ideálnı́ polystyrénová, např. z obalu nové pračky), bublifuk.
Provedenı́: Rozlijte dostatečné množstvı́ kapalného dusı́ku do krabice a foukejte
nad ni bubliny. Bubliny nějakou chvı́li „plavou na mlze“ a pokud neprasknou,
zledovatı́.
Vysvětlenı́: Páry stoupajı́cı́ z rychle se vypařujı́cı́ dusı́kové kapaliny udržı́ bubliny
v určité výšce, tj. bubliny se vznášı́ na parách dusı́ku a zároveň se rychle ochlazujı́.
Vzhledem k tomu, že hlavnı́ složkou bublin je voda, dojde k jejı́mu zmrznutı́
v tomto tvaru.
Dodatek: Je-li krabice papı́rová, můžete na jejı́ dno pro jistotu dát ještě např. pečı́cı́
plechy, ale nenı́ to nezbytně nutné. Je třeba vyzkoušet bublifuk, jehož bubliny tak
snadno nepraskajı́ (komerčnı́ bublifuky netvořı́ zrovna odolné bubliny – lépe si
namı́chat vlastnı́ medicı́nu, napřı́klad tı́m, že do komerčnı́ho bublifuku budete
opatrně přidávat glycerin a jar).

6 Experimenty s kapalným kyslı́kem

6.1 Zkapalňovánı́ vzduchu
Pomůcky: Gumový balónek, většı́ Erlenmayerova baňka.
Provedenı́: Ponořte prázdnou baňku s balónkem nasazeným na hrdle do kapalného
dusı́ku (zhruba na 5 min). Po vyjmutı́ baňky lze na dně zaznamenat kapalinu.
Vysvětlenı́: Ze vzduchu se vysrážı́ nejen dusı́k, ale rovněž kyslı́k.
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Dodatek: Vodnı́ pára obsažená ve vzduchu při tak nı́zkých teplotách mrzne na
led, kyslı́k tuhne zhruba při -219 °C. Čı́m většı́ baňka (lze použı́t i velký pout’ový
balónek), tı́m vı́ce kapalného vzduchu v něm bude.

6.2 Ďábelské kapky
Pomůcky: Stojan, plechovka 0,5 l (od nápoje), sirky, lı́h, kousek hadřı́ku.
Provedenı́: Upevněte plechovku na stojan tak, aby jejı́ osa svı́rala se svislicı́ úhel
zhruba 30°. Nalijte do plechovky dusı́k a počkejte, až se na spodu plechovky
začnou vytvářet kapky kyslı́ku. Nechte kapky skapávat na hořı́cı́ hadřı́k. Při každé
kapce se hadřı́k vı́ce rozhořı́.
Vysvětlenı́: Hořenı́ potřebuje ke svému průběhu kyslı́k. Při hořenı́ se kyslı́k ze
vzduchu spotřebovává a vznikajı́ zplodiny – výsledný plamen tak má méně kyslı́ku.
Kapalný kyslı́k je dodáván plamenům přı́mo.

7 Viditelné páry

7.1 Kouř z nosu
Pomůcky: Sušenka neobsahujı́cı́ mnoho vody (např. piškot).
Provedenı́: Pokud sušenku krátce namočı́te do dusı́ku a se zavřenou pusou rozkou-
šete, půjde vám z nosu „kouř“.
Vysvětlenı́: Kapalný dusı́k se nasákne do sušenky a po vyjmutı́ se okamžitě
začne vypařovat, dusı́kové páry jsou chladné a ochlazujı́ vodnı́ páry, které jsou ve
výdechu přı́tomny. Onı́m „kouřem“ jsou pak vodnı́ páry zviditelněné vysráženými
kapičkami, jde tedy o mlhu.
Dodatek: Je lepšı́ mı́t vlhko v puse – napřı́klad se před pokusem napijte. Sušenku
nenechávejte v dusı́ku dlouho, abyste předešli „popálenı́“ jazyka, polykejte až
když sušenka přestane „pálit“ (jinak raději vyplivněte).

7.2 „Diskopára“
Pomůcky: Vyššı́ odměrný válec, horká voda (resp. voda z kohoutku + varná
konvice).
Provedenı́: Nalijte kapalný dusı́k do odměrného válce zpola naplněného horkou
vodou. Vznikne překotná tvorba chladné mlhy.
Vysvětlenı́: Jde o většı́ obdobu výše uvedeného. Kapalný dusı́k se začne při styku
s o mnoho teplejšı́ vodou urychleně vypařovat (teplotnı́ rozdı́l je bezmála rozdı́l
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300 �C), páry dusı́ku ochlazujı́ vodnı́ páry, kterých je nynı́ velké množstvı́ a které
za normálnı́ch okolnostı́ nejsou vidět, a srážı́ je.
Dodatek: Nenı́ nutné mı́t odměrný válec, stačı́ i hrnı́ček či sklenička (pozor a
prasknutı́), nicméně v odměrném válci je efekt velmi pěkný. Vody s trochou
dusı́ku se lze i napı́t (pára z nosu), ale je nutná velká opatrnost, protože část vody
může být velmi chladná a část vody je velmi horká a je zde možnost popálenı́ si
trávı́cı́ trubice. Rovněž překotně se vypařujı́cı́ kapalina v trávı́cı́ trubici či dokonce
v žaludku nemusı́ být každému přı́jemná.

7.3 Hrnečku vař

Pomůcky: Většı́ nádoba (kbelı́k, mı́sa, ...), horká voda, většı́ množstvı́ přı́pravku
na mytı́ nádobı́ či náplň do bublifuků.
Provedenı́: Nalijte kapalný dusı́k do kbelı́ku a potom současně s dvojnásobným
množstvı́m horké vody chrstněte do kbelı́ku i bublifuk. Nastane mlžný výbuch a z
kbelı́ku se vyvalı́ bubliny naplněné mlhou.
Vysvětlenı́: Prakticky stejné jako v předchozı́m.
Dodatek: Nenaklánějte se nad kbelı́k, mohli byste se opařit. Připravte si hadr a
kbelı́ky na vytı́ránı́ podlahy :-)

7.4 Velká bublina na mı́se plné páry

Pomůcky: Většı́ nádoba (kbelı́k, mı́sa, ...), horká voda, většı́ množstvı́ přı́pravku
na mytı́ nádobı́ či náplně do bublifuků.
Provedenı́: Nalijte kapalný dusı́k do odměrného válce zpola naplněného teplou
vodou. Vznikne překotná tvorba chladné mlhy.
Vysvětlenı́: Kapalný dusı́k se začne při styku s o mnoho teplejšı́ vodou urychleně
vypařovat, páry dusı́ku jsou ale velmi prosyceny kapičkami dusı́ku a hlavně vody,
které je dělá viditelnými (kouř).
Dodatek: Nenı́ nutné mı́t odměrný válec, stačı́ i hrnı́ček či sklenička (pozor a
praskutı́), nicméně v odměrném válci je efekt velmi pěkný. Vody s trochou dusı́ku
se lze i napı́t (pára z nosu), ale je nutná velká opatrnost, protože voda může být
velmi chladná a je zde možnost popálenı́ si trávı́cı́ trubice. Rovněž překotně se
vypařujı́cı́ kapalina v trávı́cı́ trubici či dokonce v žaludku nemusı́ být každému
přı́jemná.
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8 Různé dalšı́

8.1 Dusı́k v mikrovlnce
Pomůcky: 4 stejné kalı́šky, voda, mikrovlnná trouba.
Provedenı́: Do dvou kalı́šků dejte dusı́k a dva naplňte vodou. Jeden po jednom
kalı́šku z dusı́kem a s vodou umı́stěte do mikrovlnné trouby – voda se ohřeje, dusı́k
nikoli. Srovnejte.
Vysvětlenı́: Molekula vody je polárnı́ a mikrovlny majı́ tu správnou frekvenci na
snadné rozkmitánı́ jı́. Dusı́kové molekuly polárnı́ nejsou.

8.2 Zamrznutı́ pole
Pomůcky: Magnet, vysokoteplotnı́ supravodič.
Provedenı́: Ochladı́te-li vysokoteplotnı́ supravodič pod tzv. kritickou hodnotu,
vykazuje zvláštnı́ jev „zamrznutı́ magnetických indukčnı́ch čar“. Do takového
magnetického pole můžeme umı́stit válcově symetrický magnet, který nejenže
zůstane v dané poloze, ale v této poloze se může otáčet prakticky bez třenı́ (pouze
odpor vzduchu).
Vysvětlenı́: Vysvětlenı́ nenı́ úplně jednoduché, podı́vejte se napřı́klad na
http://www.fzu.cz/popularizace/supravodivost-a-levitac
e.
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Mnohostěny
Ivana Machačı́ková, Josef Molnár

Gymnázium Zlı́n – Lesnı́ čtvrt’, machacikova@gymzl.cz
Univerzita Palackého v Olomouci, josef.molnar@upol.cz

V úvodnı́ geometrické části pracovnı́ dı́lny (workshopu, modulu, projektu) se
seznámı́me s informacemi souvisejı́cı́mi s pojmem mnohostěn, přı́padně si je
procvičı́me:

Mnohostěny
• mnohostěn je chápán jako část prostoru ohraničená konečným počtem ro-

vinných mnohoúhelnı́ků.

• Geometrický útvar nazveme konvexnı́, právě když lze libovolné dva jeho
body spojit úsečkou, jejı́ž každý bod náležı́ danému geometrickému útvaru.
Mnohostěn je konvexnı́, je-li průnikem všech svých opěrných poloprostorů,
přičemž hraničnı́ rovinou opěrného poloprostoru se rozumı́ rovina, v nı́ž ležı́
stěna daného mnohostěnu.

• Eulerova věta (Leonhard Euler, 1707–1783): V každém konvexnı́m mno-
hostěnu platı́

s� v � h � 2,

kde s je počet stěn, v počet vrcholů a h počet hran daného konvexnı́ho
mnohostěnu. (Cvičenı́: Nalezněte nekonvexnı́ mnohostěny splňujı́cı́ (ne-
splňujı́cı́) uvedený vztah. Dokažte, že v konvexnı́m čtrnáctistěnu s devı́ti
vrcholy vycházı́ aspoň z jednoho vrcholu aspoň 5 hran.)

• Platónovým tělesem (pravidelný mnohostěn, PT) (Platón, 427–347 př. n.
l.) nazveme konvexnı́ mnohostěn ohraničený shodnými pravidelnými kon-
vexnı́mi rovinnými mnohoúhelnı́ky (p-úhelnı́ky), přičemž z každého jeho
vrcholu vycházı́ týž počet hran (valence vrcholu - q). (Cvičenı́: Dokažte,
že existuje právě pět PT. Demonstrujte princip duality PT. Určete počty
rovin souměrnosti všech PT. Na kolik částı́ se PT rozpadnou, provedeme-li
všechny tyto řezy současně? Kolik prvků majı́ grupy zákrytových pohybů
PT?)

• V pythagorejském pojetı́ světa (Pythagoras ze Samu, okolo 570 př. n. l.)
představujı́ PT symboly pěti živlů: vzduch – oktaedr, země – krychle, oheň –

119



tetraedr, voda – ikosaedr, universum – dodekaedr). Keplerovým kosmickým
pohárem je nazývána kosmologická teorie, v nı́ž Johanes Kepler (1571–
1630) předpokládal, že se tehdy známé planety pohybujı́ po kružnicı́ch na
sférách, mezi něž lze vložit (opsat a vepsat) PT takto: mezi sféru Merkuru a
Venuše oktaedr, Venuše a Země ikosaedr, Země a Marsu dodekaedr, Marsu
a Jupitera tetraedr a konečně mezi sféry Jupitera a Saturnu krychli.

• Deltatopy zı́skáme, vynecháme-li v definici PT požadavek na stejnou va-
lenci vrcholů a za mnohoúhelnı́ky budeme považovat jen trojúhelnı́ky. Exis-
tuje právě 8 deltatopů.

• Archimédova tělesa (polopravidelné mnohostěny) (Archimédes ze Syra-
kus, 287–212 př. n. l.) lze vytvořit z PT odřı́znutı́m vrcholů nebo hran tak,
aby vznikly pravidelné shodné konvexnı́ mnohoúhelnı́ky.

• Hvězdicovité pravidelné mnohostěny dostaneme, vypustı́me-li v defi-
nici PT podmı́nky konvexity.

• Antiprisma (antihranol) se nazývá mnohostěn, který má dvě protilehlé
stěny (podstavy) tvořené shodnými pravidelnými n–úhelnı́ky a ostatnı́ stěny
jsou shodné rovnoramenné trojúhelnı́ky.

× Název deltatopu v h s q = 3 q = 4 q = 5
1. čtyřstěn 4 6 4 4 0 0
2. dvojitý čtyřstěn 5 9 6 2 3 0
3. osmistěn 6 12 8 0 6 0
4. dvojitý pětiboký jehlan 7 15 10 0 5 2
5. siamský dvanáctistěn 8 18 12 0 4 4
6. 9 21 14 0 3 6
7. 10 24 16 0 2 8
8. dvacetistěn 12 30 20 0 0 12

Tabulka 1: Deltatopy

V chemii se s mnohostěny setkáváme zejména v souvislosti s tvary krystalů a také
při studiu prostorového uspořádánı́ molekul.
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Krystaly

• Krystal je přirozeně vzniklé těleso vyznačujı́cı́ se pravidelným geometric-
kým tvarem a rovinnými plochami. Plochy krystalů i jimi proložené roviny
charakterizujeme pomocı́ třı́ os a úseků a, b, c, které na nich krystalové
roviny vytı́najı́.

Vnitřnı́ stavba (struktura) krystalů je dána uspořádánı́m nejmenšı́ch stavebnı́ch
částic (tj. atomů, iontů či molekul). Vnějšı́ tvar a souměrnost krystalu nerostu
jsou odrazem jeho vnitřnı́ stavby. Krystaly mohou být souměrné podle rovin, os a
středu souměrnosti.

• Rovina souměrnosti rozděluje krystal na dvě zrcadlově stejné části.

• Osa souměrnosti je myšlená přı́mka vedená středem krystalu. Při otáčenı́
kolem této osy o 360 � se krystal opětovně dostává do polohy shodné s
výchozı́ pozicı́. Podle toho, kolikrát se při otočenı́ o celý kruh docı́lı́ shoda
s výchozı́ polohou, rozeznáváme dvojčetné, trojčetné, čtyřčetné a šestičetné
osy souměrnosti.

• Krystal má střed souměrnosti, pokud každá jeho plocha má odpovı́dajı́cı́
protiplochu. (Protiplocha je shodná a rovnoběžná s výchozı́ plochou a je
otočená kolem myšleného středu o 180 �.)

• Uvedené prvky souměrnosti se na krystalech vyskytujı́ v určitých kombi-
nacı́ch, existuje 32 možných kombinacı́ prvků souměrnosti. Každá z těchto
kombinacı́ je charakteristická pro jedno krystalové oddělenı́, krystalových
oddělenı́ je tedy 32. Krystalová oddělenı́ se rozdělujı́ do sedmi krystalových
soustav. Každá krystalová soustava má tzv. holoedrické oddělenı́, které má
maximálnı́ možnou symetrii v dané soustavě.

Podle symetrie můžeme krystaly rozdělit do následujı́cı́ch sedmi krystalových
soustav: trojklonná (triklinická), jednoklonná (monoklinická), kosočtverečná
(rombická, obr. 1), čtverečná (tetragonálnı́), šesterečná (hexagonálnı́, obr. 2),
klencová (trigonálnı́, obr. 3), krychlová (kubická, obr. 4).
Holoedrické oddělenı́ krychlové soustavy má nejvyššı́ možnou symetrii ze všech
32 krystalových oddělenı́. Počet prvků souměrnosti v tomto oddělenı́ je 23 – devět
rovin souměrnosti, tři čtyřčetné osy, čtyři trojčetné osy, šest dvojčetných os a střed
souměrnosti.
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Obrázek 1: sı́ra Obrázek 2: apatit Obrázek 3: kalcit Obrázek 4: halit

z a + b tvar molekuly přı́klad
4 4 + 0 tetraedr CH4

4 3 + 1 trigonálnı́ pyramida NH3

5 5 + 0 trigonálnı́ bipyramida PCl5
5 4 + 1 nepravidelný tetraedr SF4

6 6 + 0 oktaedr SF6

6 5 + 1 čtvercová pyramida BrF5

7 7 + 0 pentagonálnı́ bipyramida IF7

Tabulka 2: Přı́klady prostorového uspořádánı́ jednocentrických molekul.

Tvary molekul

Geometrické uspořádánı́ jednocentrických molekul lze popsat pomocı́ metody re-
pulze valenčnı́ch elektronových párů (metoda VSEPR). Tato metoda předpokládá,
že volné i vazebné elektronové páry se okolo centrálnı́ho atomu uspořádajı́ tak,
aby jejich vzdálenost byla maximálnı́. V každé molekule, jejı́ž prostorový tvar
určujeme, označı́me: a – počet σ vazeb, b – počet volných elektronových párů
centrálnı́ho atomu, z – součet počtu σ vazeb a volných elektronových párů cent-
rálnı́ho atomu, tedy z � a� b. V důsledku odpuzovánı́ elektronových párů je pro
z � 2 molekula lineárnı́, pro z � 3 má molekula tvar rovnoramenného troj-
úhelnı́ku. Pro většı́ hodnoty z mohou mı́t molekuly tvar mnohostěnu. Přı́klady
těchto tvarů jsou uvedeny v tabulce č. 2.
S PT se setkáváme i u molekul některých prvků, např. molekula bı́lého fosforu P4

má tvar pravidelného čtyřstěnu, molekula boru B12 má tvar pravidelného dvace-
tistěnu. Tvar mnohostěnů majı́ i molekuly fullerenů, např. molekula fullerenu C60

má tvar fotbalového mı́če (Archimédovo těleso, obr. 5).
V rámci pracovnı́ch dı́len vyrábı́me se žáky model ”nekonečného nekonvexnı́ho
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mnohostěnu“ – mřı́že, jejı́ž všechny stěny jsou shodné rovnostranné trojúhelnı́ky
a z každého vrcholu vycházı́ 7 hran. Sestavovaná mřı́ž se skládá z ikosaedrů propo-
jených ”tunely“, přičemž tunel tvořı́ pravidelný oktaedr, tedy trigonálnı́ antiprisma.
Zájemci se mohou seznámit i s teoretickým podkladem ve formě zjednodušených
poznatků z topologie.

Poincarého zobecněnı́ Eulerovy věty
Pro mnohostěny platı́

s� v � h � 2� 2r, (1)

kde r je (topologický) rod plochy. Zjednodušeně lze řı́ci, že hodnota rodu plochy
je rovna počtu v nı́ existujı́cı́ch ”průchodů“, viz obr. 6.
Vzhledem k tomu, že jedna hrana mnohostěnu je spojnicı́ dvou vrcholů a současně
průsečnicı́ dvou stěn, platı́ vztah

ps � 2h � qv.

Užitı́m substitucı́ h � 1
2
ps a v � ps

q
dostáváme z (1) vztahy

v � 4
ppr � 1q

pq � 2p� 2q
, s � 4

qpr � 1q
pq � 2p� 2q

, h � 2
pqpr � 1q

pq � 2p� 2q
(2)

Pro r � 0 z (1) vyplývá, že

1

p
� 1

p
� 1

2
� 1

h
¡ 1

2
.

Z (2) pro r � 0 pomocı́ jednoduchého tabulkového procesoru ukážeme, že existuje
právě pět Platonových těles, a to vyšetřenı́m ”všech“ možnostı́ pro v, s a h.
Pro r � 2 z (1) dostáváme

1

p
� 1

p
� 1

2
� 1{h   1

2
.

Užitı́m tabulkového procesoru na (2) zı́skáme pro akceptovatelné hodnoty v, s a
h nejvýše 11 možnostı́, které si zasluhujı́ naši pozornost.

Mřı́že z pravidelných mnohostěnů rodu 2 (”nekonečné mno-
hostěny“)
Je však ještě potřeba ukázat, že existujı́ konkrétnı́ přı́klady pro všechny uvedené
možnosti, viz např. [4]. Vytvořı́me si společně aspoň mřı́ž 1. druhu , viz obr. 8.
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druh p q v s h ×
1. 3 7 12 28 42 ikosaedr + 2 otevřené antihranolové tunely
2. 3 8 6 16 24 oktaedr + 2 otevřené antihranolové tunely
3. 4 5 8 10 20 krychle + 2 otevřené krychlové tunely
4. 3 9 4 12 18 tetraedr + 2 otevřené antihranolové tunely
5. 4 6 4 6 12 krychle + 1 otevřený krychlový tunel
6. 5 5 4 4 10 otevřené pentagonálnı́ těleso duálnı́ samo k sobě
7. 6 4 6 4 12 duálnı́ k 5.
8. 9 3 12 4 18 duálnı́ k 4.
9. 5 4 10 8 20 duálnı́ k 3.
10. 8 3 16 6 24 duálnı́ k 2.
11. 7 3 28 12 42 duálnı́ k 1.

Tabulka 3: Přehled pravidelných mnohostěnů rodu 2

Obrázek 5: fulleren C60 Obrázek 6: objekty rodu 2
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Obrázek 7: molekula SF6 Obrázek 8: mřı́ž 1. druhu
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O zálibě v čı́slech
Luboš Pick

katedra matematické analýzy MFF UK, pick@karlin.mff.cuni.cz

Poděkovánı́ za inspiraci. K tomuto zamyšlenı́ mě inspirovala Pavla Hofmanová,
která mi kdysi sdělila, že jejı́m oblı́beným čı́slem je 36.

Poněkud nesouvislý pokus o úvod
Začneme jednı́m známým bonmotem.

Na světě existujı́ tři typy lidı́: ti, kteřı́ dovedou počı́tat, a ti, kteřı́ počı́tat nedovedou.

Můžeme ovšem přidat i jeden dosud zcela neznámý bonmot.

Na světě existuje 41 typů lidı́: ti, kteřı́ majı́ nějaké čı́slo natolik v oblibě, že jej
použijı́ při každé přı́ležitosti, a ti ostatnı́.

Předcházejı́cı́ motto je samozřejmě naprostá hloupost, ale při troše pozornosti
odtud můžete zjistit oblı́bené čı́slo autora tohoto přı́spěvku. K odůvodněnı́ této
volby se ještě vrátı́me. Koneckonců, všechna přirozená čı́sla jsou zajı́mavá, tak
proč ne zrovna 41.

Byl pronesen výrok, že všechna přirozená čı́sla jsou zajı́mavá. My matematikové
ale musı́me všechna svá tvrzenı́ dokázat. Tedy:

Věta 1. Všechna přirozená čı́sla jsou zajı́mavá.

Důkaz. Předpokládejme pro spor, že tvrzenı́ věty neplatı́. To znamená, že existuje
alespoň jedno přirozené čı́slo, které nenı́ zajı́mavé. Pak ale nutně existuje nejmenšı́
nezajı́mavé přirozené čı́slo. Takové čı́slo je pak nejmenšı́m přirozeným čı́slem s
jistou pozoruhodnou netriviálnı́ vlastnostı́. To jej činı́ zajı́mavým. Dostáváme spor.
Tı́m je tvrzenı́ dokázáno. �

Nynı́ se obrátı́me do historie a podı́váme se na několik přı́kladů oblı́benosti či ne-
oblı́benosti některých konkrétnı́ch čı́sel. Prvnı́ přı́klad je z oblasti vysoké politiky.

Bývalý prezident Spojených států amerických pan Ronald Reagan a jeho žena
Nancy si nechali změnit adresu svého domu ze St. Cloud Road 666 na St. Cloud
Road 668, a to na základě přesvědčenı́, že 666 je d’áblovo čı́slo.
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Milovnı́ci podobné mystiky majı́ pro své názory na povahu čı́sel vždy po ruce
obdivuhodnou zásobu podpůrných argumentů, nicméně pohled lidstva na to, které
čı́slo pocházı́ od d’ábla, prošel jistým vývojem. Kupřı́kladu v dřevnı́ch dobách
starých Keltů byla za d’áblovo čı́slo považována devı́tka. Tento fakt se odrážı́
napřı́klad v textu prastaré pı́sně The Devil’s Courtship, ve které si d’ábel namlouvá
dı́vku pomocı́ předmětů opředených devı́tkou, zde je malá ukázka:

I’ll buy you a braw snuff box
Nine times opened, nine times locked
If ye’ll gang alang wi’ me m’dear, if ye’ll gang alang wi’ me?

You can hae your braw snuff box
Nine times opened, nine times locked
For I’ll never gang wi’ you m’dear, I’ll never gang wi’ you.

I’ll buy you a silken goon
Wi’ nine stripes up and nine stripes doon
If ye’ll gang alang wi’ me m’dear, if ye’ll gang alang wi’ me?

A tak dále. Jestli chcete vědět, zda dı́vka nakonec podlehne, můžete se zaposlouchat
do české verze této skladby (Ďáblovy námluvy, český text Jan Lašt’ovička), která
začı́ná takto:

Svou krásnou pı́št’alku ti dám,
hraje devět tónů na devět stran,
když půjdeš se mnou, lásko má,
a když mě budeš chtı́t ...

Svá oblı́bená čı́sla zpopularizoval v roce 1994 také americký recesista a provokatér
Roger Schlafly. Podařil se mu kousek vpravdě husarský, zı́skal totiž patent Spoje-
ných států amerických (přesněji řečeno patent čı́slo 5 373 560) na dvě prvočı́sla, a
sice konkrétně na čı́sla
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Obrázek 1

Obrázek 2

Tento přı́klad nás nenásilnou formou uvádı́ do světa legislativy a představuje pro
nás jisté varovánı́, abychom se nedostali na šikmou plochu. Uvedená dvě čı́sla totiž
podle zákona nynı́ patřı́ panu Schlaflymu a bez jeho svolenı́ s nimi nikdo nesmı́
pracovat! Dávejte si tedy dobrý pozor na to, abyste je někdy omylem k něčemu
nepoužili! Předpokládám, že pan Roger Schafly chtěl nejspı́š pouze poukázat
na tupost americké legislativy a pravděpodobně by nás k soudu nepohnal ani
kdybychom si kupřı́kladu jeho dvě čı́sla pro radost mezi sebou vynásobili, ale kdo
vı́.

Jiné pozoruhodné mystické čı́slo se možná skrývá v takzvaném Richardově para-
doxu, který v roce 1905 objevil francouzský matematik Jules Richard (1862–1956).
Po jistých úpravách a hlavně důsledné domestikaci bychom jej mohli zformulovat
následujı́cı́m způsobem.

Některé české slovnı́ útvary a gramatické věty definujı́ nějaké čı́slo, zatı́mco jiné
nikoli. Napřı́klad výraz rok nástupu Ferdinanda I. Habsburského na český trůn
definuje čı́slo 1526, zatı́mco slovnı́ spojenı́ historický význam Habsburků na čes-
kém trůně žádné čı́slo nedefinuje. Nynı́ si tedy můžeme položit otázku, které čı́slo
definuje následujı́cı́ slovnı́ spojenı́: nejmenšı́ přirozené čı́slo, které nenı́ možné
žádným způsobem definovat pomocı́ českého slovnı́ho útvaru obsahujı́cı́ho menšı́
počet slov než dvacet?

Odpověd’na tuto otázku se hledá obtı́žně, nebot’at’je toto čı́slo jakékoli, právě jsme
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jej definovali pomocı́ českého slovnı́ho útvaru o pouhých devatenácti slovech.

Richardův paradox znamenal významý přı́nos k vývoji logiky a zejména proble-
matiky výroků odkazujı́cı́ch se na sebe sama.

Mezi kategoriemi čı́sel, která patřila vždy k široce oblı́beným a vybı́zela k roz-
ličným hrátkám, rozhodně nelze pominout čı́sla palindromatická. Možnostı́ je
skutečně přehršel. Nejmenšı́ palindromatické čı́slo obsahujı́cı́ všech deset čı́slic je
samozřejmě

1023456789876543201.

Nejmenšı́ palindromatické prvočı́slo obsahujı́cı́ všech deset čı́slic je ovšem

1023456987896543201.

Palindromatické čı́slo 323323 je součinem pěti po sobě jdoucı́ch prvočı́sel 7, 11,
13, 17 a 19, a navı́c je rovno součtu

17 � 22 � 38 � 49 � 55 � 66 � 71 � 84 � 93.

Součet druhých mocnin prvnı́ch devı́ti lichých čı́sel je roven 969. Platı́

1234321 � 112 � 1012.
Nebo

1111 � 112 � 122 � 132 � 142 � 152 � 162.

A nebo také
11111111 � 1234567 � 9� 8.

A ještě
2 � 22 � 222 � 2222

2 � 2 � 2 � 2 � 1356531 � 11 � 123321.
Představte si, že palindromatické čı́slo 134757431 splňuje:

�17 � 23 � 38 � 45 � 54 � 62 � 71 � 89 � 96

�17 � 25 � 38 � 41 � 52 � 64 � 73 � 89 � 96

�17 � 28 � 34 � 42 � 53 � 65 � 71 � 89 � 96.

Povšimněme si, že každá čı́slice se vyskytuje vždy právě jednou jako základ a
právě jednou jako exponent. To jsou věci. Dokažte si v duchu pro radost, že každé
palindromatické čı́slo o sudém počtu čı́slic je dělitelné 11. A tak dále.
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A co třeba megalomani? Ti majı́ jistě v oblibě hodně velká čı́sla.

Položme si otázku, jak vyrobit snadno a rychle opravdu hodně velké čı́slo? Možná
by se mohly hodit některé zvláště vhodné posloupnosti. Některé posloupnosti totiž
rostou opravdu rychle, takže by mohlo stačit vzı́t něco jako desetitisı́cı́ člen hodně
rychle rostoucı́ posloupnosti, a možná bychom mohli obdržet nějakého pořádného
macka. Tak třeba posloupnosti tn2u nebo tn3u rostou docela rychle. Ještě lepšı́ je
tn!u. Ještě o něco rychlejšı́ je tnnu.
Kam se ovšem všechny tyto posloupnosti hrabou na posloupnost Ackermannových
čı́sel. Zavedeme nejprve symbol m Ò n. Podobně jako mn � m �m � � � � �m
(n kopiı́), označı́me

m Ò n � mm � � �m (n kopiı́)
m ÒÒ n � m Ò m � � � Ò m (n kopiı́)
m ÒÒÒ n � m ÒÒ m � � � ÒÒ m (n kopiı́)
m ÒÒÒÒ n � m ÒÒÒ m � � � ÒÒÒ m (n kopiı́)

a tak dále. Takto vyzbrojeni definujeme n-té Ackermannovo čı́slo podle modelu

1 Ò 1, 2 ÒÒ 2, 3 ÒÒÒ 3, 4 ÒÒÒÒ 4, . . .

Prvnı́ Ackermannovo čı́slo je rovno 1. Druhé Ackermannovo čı́slo je rovno

2 ÒÒ 2 � 2 Ò 2 � 4.

Třetı́ Ackermannovo čı́slo je rovno

33
3...

,

kde počet trojek je roven 33
3 � 7625597484987. Máte představu, jak velké je

čtvrté Ackermannovo čı́slo? Vedle této posloupnosti vypadá posloupnost tnnu
podobně, jako kdybychom se přihlásili na závody Formule 1 na koloběžce.

Zapomněli jsme na praktické megalomany. Mezi milovnı́ky velkých čı́sel se na-
cházejı́ jistı́ specifičtı́ št’ouralové, kteřı́ nám řeknou, že Ackermannova posloupnost
nenı́ k ničemu dobrá. A postavı́ nás před vskutku zajı́mavý problém: jaké je největšı́
čı́slo s určitým dobře definovaným významem v matematice?

Historie zná několik názorů na tuto filosofickou otázku. V roce 1937 prohlásil
britský matematický velikán Godfrey H. Hardy (1877–1947), že pravděpodobně

131



největšı́ čı́slo, které kdy mělo nějaký praktický význam, je takzvané Skewesovo
čı́slo

1010
1034

.

Toto čı́slo vzniklo v souvislosti s výzkumem funkce πpxq, která udává počet
prvočı́sel menšı́ch než dané čı́slo x. Konkrétně šlo o srovnánı́ funkce πpxq a
funkce logaritmického integrálu Lipxq definované předpisem

Lipxq �
» x

2

dt

ln t
.

Již Gaussovi bylo známo, že

πpxq � Lipxq,

jinými slovy

lim
xÑ8

πpxq
Lipxq � 1,

tedy že hodnoty obou funkcı́ se k sobě pro velká x blı́žı́. Dlouho ale nikdo nebyl
schopen rozhodnout, která z těchto dvou funkcı́ je většı́. Snadno lze spočı́tat, že pro
malá přirozená čı́sla x převažuje funkce Lipxq. Britský matematik John Edensor
Littlewood (1885–1977), Hardyův současnı́k a kolega, ale už v roce 1914 dokázal,
že tomu tak nenı́ pro všechna čı́sla, přesněji řečeno, že jednou se karta obrátı́.
Littlewood dokázal, že existuje nějaké (asi dost velké) přirozené čı́slo n0 takové,
že πpnq ¡ Lipnq pro všechna n většı́ než n0. Nevěděl však, jak je toto čı́slo n0

velké. A právě Littlewoodův žák, jihoafrický matematik Stanley Skewes (1899–
1988), v roce 1933 určil pro tuto hodnotu hornı́ odhad. Konkrétně dokázal, že za
předpokladu Riemannovy hypotézy je hornı́m odhadem Littlewoodova čı́sla n0

hodnota
ee

e79

,

což je přibližně výše uvedené Skewesovo čı́slo. Dlužno dodat, že v roce 1955 se
již Skewes dokázal obejı́t bez dodatečného předpokladu Riemannovy hypotézy.

Vada na kráse tohoto přı́stupu ale spočı́vá v tom, že Skewesovo čı́slo předsta-
vuje pouze hornı́ odhad hodnoty, u které začı́ná převažovat funkce πpxq nad
funkcı́ Lipxq. Tudı́ž je možné tuto hodnotu postupně zlepšovat (tedy pochopitelně
zmenšovat), zejména dı́ky překotnému vývoji výpočetnı́ techniky. Kupřı́kladu je
známo, že jej lze s úspěchem nahradit podstatně menšı́ hodnotou 101167.
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A tı́m samozřejmě vzniká nová otázka (mohl by nám ji položit napřı́klad praktický
a zároveň skeptický megaloman): jaké je největšı́ nezlepšitelné čı́slo obdařené
nějakým praktickým významem?

Těžko řı́ci, každopádně velmi nadějným kandidátem na tuto poctu by mohl být
napřı́klad řád grupy zvané monster simple group, jenž činı́ pouhých

808017424794512875886459904961710157005754368000000000.

A ted’k čı́slu 41
Mým oblı́beným čı́slem je 41. Je o něco většı́ než Pavlino čı́slo 36, ale zase je o něco
menšı́ než třeba Skewesovo čı́slo. Má obliba této hodnoty pramenı́ z následujı́cı́ho
úkolu.

Úloha: Najděte alespoň jedno přirozené čı́slo n   41 takové, aby

n2 � n� 41

nebylo prvočı́slo.

Mám zkušenost, že zadáte-li někomu tuto úlohu, pak od něj budete mı́t na chvilku
pokoj. Většinou si nejprve projede prvnı́ch pár hodnot n v duchu, ti houževnatějšı́
si pak vezmou papı́r a tužku a vesele počı́tajı́.

Rád bych poznamenal, že uvedené zadánı́ je mojı́ modifikacı́ původnı́ úlohy, která
požadovala nalézt alespoň jedno přirozené čı́slo n   41 takové, aby

n2 � n� 41

nebylo prvočı́slo. A hlavně, že moje modifikace je mnohem lepšı́ než původnı́
úloha, protože má pozitivnı́ vyzněnı́. Původnı́ úloha totiž žádné řešenı́ nemá,
zatı́mco moje ano. Polynom

n2 � n� 41

totiž dává pro n � 1, . . . , 40 následujı́cı́ seznam hodnot:

41, 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131,

151, 173, 197, 223, 251, 281, 313, 347, 383, 421,

461, 503, 547, 593, 641, 691, 743, 797, 853, 911,

971, 1033, 1097, 1163, 1231, 1301, 1373, 1447, 1523, 1601,
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a můžete mi věřit (a nebo se přesvědčit), že všechna tato čı́sla jsou prvočı́sla.

Jedinečný půvab čı́sla 41 ovšem spočı́vá v tom, že je to největšı́ přirozené čı́slo s
touto vlastnostı́. Bud’me přesnějšı́: čı́slo 41 je největšı́m přirozeným čı́slem k, pro
které jsou všechny hodnoty polynomu

n2 � n� k

pro n � 1, . . . , k � 1 prvočı́sla.

Jak se na to dá přijı́t?

Začneme v Gaussově komplexnı́ rovině. Gaussovým celým čı́slem nazveme každé
komplexnı́ čı́slo tvaru a� bi, kde a a b jsou celá (viz obr. 3).

Obrázek 3

Pro obyčejná celá čı́sla známe následujı́cı́ větu.

Každé kladné nebo záporné celé čı́slo lze jednoznačně zapsat ve tvaru součinu
nějaké mocniny čı́sla p�1q a mocnin kladných prvočı́sel.

Podobné tvrzenı́ platı́ i pro Gaussova celá čı́sla.

Každé nenulové Gaussovo celé čı́slo lze jednoznačně zapsat ve tvaru součinu
nějaké mocniny čı́sla i a mocnin kladných Gaussových prvočı́sel.

Znı́ to hezky, ale potřebujeme k tomu maličkost: zjistit, co je to kladné Gaussovo
prvočı́slo. Odpověd’nalezneme na obr. 4.
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Obrázek 4

Vynásobı́me-li Gaussova kladná prvočı́sla nějakou mocninou i, dostaneme situaci
znázorněnou na obr. 5.
Bude užitečné povšimnout si jistého rozdı́lu mezi Gaussovými prvočı́sly a oby-
čejnými prvočı́sly. Některá obyčejná prvočı́sla zůstávajı́ prvočı́sly i v Gaussově
rovině, ale jiná nikoli. Napřı́klad čı́slo 3 je prvočı́slem obyčejným i Gaussovým,
ale čı́sla 2 či 5 Gaussovými prvočı́sly nejsou.

Položme si otázku, proč nenı́ čı́slo 2Gaussovým prvočı́slem? Tentokrát je odpověd’
velice snadná: protože

2 � p1� iqp1� iq � 1� i2 � 1� 1 � 2.
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Obrázek 5

Zkusme tedy něco těžšı́ho. Je nebo nenı́ čı́slo 13Gaussovým prvočı́slem? (Obrázek
tak daleko nesahá . . . )

Připomeňme si nejprve základy modulárnı́ aritmetiky. Řekneme, že čı́slo m je
kongruentnı́ čı́slu n modulo čı́slo p, zapisujeme

m � npmod pq,
jestliže m� n je dělitelné čı́slem p.

Modulárnı́ aritmetiku použı́vá denně každý. Pokud řeknete doma, že se vrátı́te
v pět, mı́něno pět odpoledne, tak jste právě použili aritmetiku modulo 12. Jde tedy
o nesmı́rně praktickou záležitost.

V modulárnı́ aritmetice můžeme sčı́tat a násobit. Přı́klady: 5 � 3 � 1pmod 7q,
2 � 7 � 2pmod 12q.
Je-li p prvočı́slo, pak můžeme i dělit a dokonce hovořit o zlomcı́ch. Přı́klady:

2

3
� 3,

3

4
� 6,

2

5
� 6,

3

5
� 2,

4

5
� 5,

5

6
� 2 pmod 7q.

Zkuste si pro radost odpovědět na otázku, co je 1
7
pmod 7q?
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A my se zatı́m vrátı́me k otázce, zda je nebo nenı́ čı́slo 13 Gaussovým prvočı́s-
lem. Vzpomeneme si na Wilsonův test prvočı́selnosti, který pravı́, že čı́slo p je
prvočı́slem právě tehdy, když je

pp� 1q! � �1 pmod pq.
Odtud vyplývá, že 13 dělı́ čı́slo 12!� 1. Ale

12!� 1 � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8 � 9 � 10 � 11 � 12� 1

� 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � p�6q � p�5q � p�4q � p�3q � p�2q � p�1q � 1

� p6!q2 � 1 � p6!q2 � i2 � p6!� iqp6!� iq.
Čı́slo 13 tedy dělı́ součin p6!� iqp6!� iq aniž by dělilo kterýkoli z faktorů p6!� iq,
p6!� iq, nebot’pochopitelně jakýkoli gaussovský násobek třináctky musı́ být tvaru
13a � 13bi. Odtud plyne, že čı́slo 13 nemůže být Gaussovým prvočı́slem. A ted’
pozor: je-li a � bi kladným Gaussovým prvočı́slem, které dělı́ 13, pak totéž musı́
platit pro a� bi, takže třináctku také dělı́ jejich součin pa� biqpa� biq � a2� b2.
Třináctka tedy musı́ být tohoto tvaru.

Nic nám ovšem nebránı́ právě provedenou úvahu zobecnit na libovolné obyčejné
prvočı́slo. Obdržı́me následujı́cı́ užitečnou poučku.

Věta 2. (Obyčejné) prvočı́slo p je možné Gaussovsky faktorizovat právě tehdy,
když p� 1 nenı́ násobkem čı́sla 4.

V podstatě jsme dokázali následujı́cı́ výsledek, jenž je znám jako Fermatova věta
o dvou čtvercı́ch.

Věta 3. Každé (obyčejné) prvočı́slo p je možné zapsat ve tvaru součtu dvou druhých
mocnin právě tehdy, když p� 1 nenı́ násobkem čı́sla 4. Tento zápis je jednoznačný.

Pro nás je ovšem zajı́mavé hlavně to, jak se projevuje Fermatova věta ve světě
Gaussových prvočı́sel. Máme

2 � p1� iqp1� iq � 12 � 12,

3 zůstává prvočı́slem,
5 � p2� iqp2� iq � 22 � 12,

7 zůstává prvočı́slem,
11 zůstává prvočı́slem,
13 � p6� iqp6� iq � 32 � 22,
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a schéma je jasně patrné.

S Gaussovými prvočı́sly ovšem nevystačı́me. Dalšı́ krok za nás provedl Gaussův
žák Gotthold Eisenstein (1823–1852), jeden z proslulých matematiků, kteřı́ se
nedožili třicı́tky (do této kategorie patřı́ dále třeba Évariste Galois, Niels Henrik
Abel nebo Raymopnd E.A.C. Paley, zatı́mco Srinivasa Ramanujan z nı́ unikl o
vlásek).

Eisensteinovým celým čı́slem nazveme každé čı́slo tvaru a � bω, kde
ω � p�1� i

?
3q{2. Poznamenejme, že ω je jednı́m ze třı́ kořenů rovnice x3 � 1,

přičemž zbylými dvěma kořeny jsou 1 a ω2 � p�1� i
?
3q{2.

Zajı́mavé je, že Eisensteinova čı́sla také oplývajı́ vlastnostı́ jednoznačnosti pr-
vočı́selné faktorizace, podobně jako obyčejná celá čı́sla či Gaussova celá čı́sla.
Tentokrát ovšem musı́me pracovat se šesti jednotkami, a sice �1, �ω, �ω2.

Věta 4. Každé nenulové Eisensteinovo celé čı́slo lze jednoznačně zapsat ve tvaru
součinu mocnin čı́sel �1, ω a mocnin kladných Eisensteinových prvočı́sel.

Podobně jako u Gaussových čı́sel, i Eisensteinova kladná prvočı́sla odbydeme
obrázkem.
Eisensteinova kladná prvočı́sla, násobená mocninami �1 a ω, pak vidı́me na obr.
7.
A konečně obdoba Fermatovy věty v Eisensteinově systému má následujı́cı́ tvar.

Věta 5. Každé prvočı́slo p je možné zapsat ve tvaru a2�ab�b2 � pa�bωqpa�bω2q
právě tehdy, když p� 1 nenı́ násobkem čı́sla 3. Tento zápis je jednoznačný.

Praktický dopad Fermatovy věty na Eisensteinův svět je následujı́cı́:

2 zůstává prvočı́slem,
3 � p2� ωqp2� ω2q � �ωp2� ωq2,
5 zůstává prvočı́slem,
7 � p3� ωqp2� ω2q,
13 � p4� ωqp4� ω2q,
19 � p5� ωqp5� ω2q,
31 � p6� ωqp6� ω2q,

atd., přičemž přı́slušné schéma je opět jasně patrné.
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Obrázek 6

Je jasné, jak by měla znı́t naše následujı́cı́ otázka. Jsou dalšı́ zobecňovánı́ možná?

Odpověd’je poněkud složitějšı́. Důkaz jednoznačnosti prvočı́selného rozkladu pro
obyčejné celé čı́slo nenı́ triviálnı́. Důkaz jednoznačnosti prvočı́selného rozkladu
pro Gaussova a Eisensteinova čı́sla, která v sobě obsahujı́

?�1 a
?�3, je ještě

hlubšı́ a opı́rá se o geometrické vlastnosti čtverců a rovnostranných trojúhelnı́ků.

A co tedy kupřı́kladu čı́sla tvaru a�b?�5? Ukazuje se (možná trochu překvapivě),
že v tomto systému jednoznačnost prvočı́selného rozkladu neplatı́ (!).

Toto pozorovánı́ nenı́ těžké, vezměme si napřı́klad

6 � 2 � 3 � p1�?�5qp1�?�5q,
přičemž žádný ze čtyř faktorů 2, 3, p1 �?�5q, p1 �?�5q nelze dále rozkládat.
Čı́slo 6 má tedy v systému a� b

?�5 (nejméně) dva prvočı́selné rozklady.
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Obrázek 7

Proč to někdy platı́ a někdy ne? A čı́m se to řı́dı́?

Jako poněkud vágnı́ pokus o vysvětlenı́ si povšimneme, že při dělenı́ v tomto
čı́selném systému ne vždy dostaneme zbytek dostatečně menšı́ než dělitel. Bu-
d’me trochu konkrétnějšı́. Při dělenı́ v obyčejném čı́selném systému můžeme vždy
vydělit dané čı́slo jiným, přičemž dostaneme zbytek, který je menšı́ než dělitel.
Povolı́me-li záporné zbytky, pak se absolutnı́ hodnota zbytku při dělenı́ čı́slem n
nikdy nedostane nad hodnotu |n|

2
, viz obr. 8.

Obrázek 8

Při dělenı́ v systému Gaussových čı́sel je situace podobná, na obr. 9 vidı́me, že
se zbytek při dělenı́ čı́slem n nacházı́ ve vzdálenosti maximálně |n|?

2
od nějakého

násobku n. A protože 1?
2
  1, plyne odtud, že zbytek má menšı́ absolutnı́ hodnotu
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než dělitel, což je jediná klı́čová informace, kterou potřebujeme znát pro důkaz
jednoznačnosti faktorizace.

Obrázek 9

I při dělenı́ v systému Eisensteinových čı́sel je situace obdobná, viz obr. 10.
Tentokrát se dokonce zbytek při dělenı́ čı́slem n nacházı́ ve vzdálenosti maximálně
|n|?
3

od nějakého násobku n, což je ještě lepšı́.
Jenomže v systému čı́sel tvaru a� b?�5 je situace dramaticky jiná, zbytek může
být obrovský (viz obr. 11), a jednoznačnost faktorizace neplatı́.
A opět je vcelku jasné, jakou otázku si musı́me položit ted’.

Otázka: Pro která čı́sla �d má čı́selný systém a � b
?�d jednoznačnou prvočı́-

selnou faktorizaci?

Odpověd’ je dnes známa, důkaz je však hluboce netriviálnı́. Otázka dlouho před-
stavovala důležitý otevřený problém v teorii čı́sel.

Věta 6. Čı́selný systém a� b
?�d oplývá jednoznačnostı́ prvočı́selné faktorizace

právě tehdy, když �d je jedno z takzvaných Heegnerových čı́sel, konkrétně

�1, �2, �3, �7, �11, �19, �43, �67, �163.
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Obrázek 10

Gaussův systém odpovı́dá hodnotě �1, Eisensteinův pak hodnotě �3. Pozname-
nejme, že u všech hodnot s výjimkou prvnı́ch dvou musı́me jako celá čı́sla přijmout
čı́sla tvaru a�b?�d, kde dvojnásobky a a b jsou celá čı́sla (tak jsme to koneckonců
provedli pro Eisensteinova čı́sla).

Povšimněme si, že Heegnerových čı́sel je právě devět, tedy počet vpravdě d’ábel-
ský.

Poměrně dlouho matematikové věděli o devı́ti uvedených čı́slech (zvaných devět
magických determinantů), nebylo však známo, zda náhodou neexistujı́ ještě nějaká
jiná taková čı́sla. Později bylo dokázáno pozoruhodné tvrzenı́: může existovat
nejvýše jeden dalšı́ magický determinant. Vznikl tak slavný problém desátého
determinantu. V roce 1936 dokázali Heilbronn a Linfoot, že pokud by desátý
determinant existoval, musel by být většı́ než 109. V roce 1952 publikoval Heegner
důkaz neexistence desátého determinantu, odbornı́ci jej však zpochybňovali. Svět
byl o neexistenci dalšı́ho takového čı́sla přesvědčen až v letech 1966–1967, kdy
nezávisle na sobě publikovali dva různé důkazy Harold Stark a Alan Baker. To
však ještě kupodivu nebyla tečka za celým přı́padem, nebot’ o dva roky později
provedl Harold Stark pečlivou analýzu starého Heegnerova důkazu a prokázal, že
k němu byli kritici nespravedlivı́; důkaz byl vı́ceméně v pořádku.

Pro nás je zajı́mavý hlavně následujı́cı́ důsledek uvedené věty.

Důsledek. Pro přirozené čı́slo k dává polynom

n2 � n� k
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Obrázek 11

prvočı́selné hodnoty pro všechna n � 1, . . . , k � 1 právě tehdy, když rovnice

x2 � x� k

má kořeny
1

2
p1�

?
�dq,

kde d je Heegnerovo čı́slo, jinými slovy právě tehdy, když 1 � 4k je Heegnerovo
čı́slo.

Prostým výpočtem zjistı́me, že to může nastat jedině pro čı́sla k � 2, 3, 5, 11, 17
nebo 41.

Uved’me ještě pro úplnost tabulku všech těchto hodnot (kromě těch, které odpovı́-
dajı́ čı́slu 41, ty jsme již uvedli výše):

n2 � n� 2 : 2

n2 � n� 3 : 3, 5

n2 � n� 5 : 5, 7, 11, 17

n2 � n� 11 : 11, 13, 17, 23, 31, 41, 53, 67, 81, 101

n2 � n� 17 : 17, 19, 23, 29, 37, 47, 59, 73, 89, 107, 127, 149, 173, 199, 227, 257.
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Tři krátké poznámky na závěr
Rád bych poznamenal, že mne těšı́, že žádný desátý magický determinant neexis-
tuje. Jinak bych si totiž ve světle výše uvedeného výsledku Heilbronna a Linfoota
musel oblı́bit přı́liš velké čı́slo, a to by se nemuselo podařit.

Dlužı́m Vám řešenı́ modifikované úlohy. Je jen jedno a jistě na něj snadno přijdete
sami. Pokud Vás nenapadne nic mazanějšı́ho, tak zkuste postupné dosazovánı́.
Pokud začnete u nejmenšı́ch hodnot proměnné n, vydržı́ Vám to déle a užijete si
vı́ce švandy.

Na závěr prosı́m laskavého čtenáře aby, pokud má v oblibě či neoblibě nějaké čı́slo,
mi o tom napsal (včetně přı́padných důvodů) a rozšı́řil tak moji sbı́rku, předem mu
velice děkuji.
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Péče o nadané žáky z pohledu
psycholožky PPP

Pavla Picková
PPP Praha 1,2, a 4

Cı́lem tohoto článku je podat přehled informacı́ a zdrojů, které by mohly v praxi
pomoci učitelům při podpoře a vedenı́ nadaných žáků a studentů. Pozornost
zaměřı́m na pojem nadánı́ jako takový, na jeho identifikaci, dostupný systém péče,
charakteristiku nadaných a zdroje možnostı́ práce s nadaným žákem.

Zájem o nadané žáky a studenty se v poslednı́ch letech stupňuje. Výzkum v této
oblasti je velmi bohatý, v ČR je spojován zejména s pracı́ PhDr. Hany Drábkové,
která se již v 80. letech 20. stoletı́ zabývala výzkumem dědičnosti nadánı́ a zú-
častnila se v roce 1988 1. konference ECHA (European Council for High Ability)
v Curychu. Nynı́ se této problematice věnuje česká pobočka ECHA – Společnost
pro talent a nadánı́ (STaN), také např. Centrum nadánı́, společnost Mensa aj.
Podrobný přehled historie výzkumu a teoriı́ nadánı́ by byl pro účely tohoto článku
přı́liš rozsáhlý, proto se omezı́m jen na několik poznámek. Dodnes se různı́ způ-
soby užitı́ pojmů nadánı́ a talent, v některých zahraničnı́ch zdrojı́ch se užı́vajı́ jako
synonyma, jinde se rozlišujı́ podle zaměřenı́ nebo mı́ry vrozenosti či tréninku.
Nejčastěji je na základě nových poznatků nadánı́ definováno spı́še jako vrozený
předpoklad k podávánı́ nadprůměrných výkonů, opouštı́ se tedy jednodimenzio-
nálnı́ charakteristiky jako je třeba pouhá mı́ra změřeného IQ v testu – pracuje
se s celou osobnostı́ jedince. Ve školském prostředı́ je nejčastěji využı́vána tzv.
Renzulliho triáda z roku 1978 (Joseph. S. Renzulli je profesorem psychologie
na University of Connecticut), tj. za hlavnı́ znaky nadánı́ nejsou považovány jen
nadprůměrné schopnosti, ale i přiměřený vlastnı́ zájem o danou činnost s prvky
kreativity, tj. vlastnı́ho tvořivého přı́stupu - viz obr. 1.
Dalšı́ z teoriı́, která je v centru pozornosti v poslednı́ch letech, je Gardnerova
teorie mnohočetných inteligencı́ z roku 1983 (Howard E. Gardner je profesorem
psychologie na Harvard University). Podle nı́ má člověk devět typů inteligence,
které jsou na sobě nezávislé - viz obr. 2.
Pěkný přehled současných teoriı́ inteligence je uveden v [3].
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Obrázek 1

Obrázek 2
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V každodennı́ praxi se jako pracovnice PPP setkávám vı́ce s praktickými poža-
davky učitelů v oblasti nadánı́ – identifikace, konkrétnı́ specifika daného žáka či
studenta, tvorba IVP, event. materiály a zdroje pro dalšı́ práci. Momentálně jsou
rozpracovány screeningové dotaznı́ky1, které by měly pomoci učitelům na všech
úrovnı́ch vytipovat nadané děti ve třı́dě. Že to nenı́ vždy jednoduché ani pro zku-
šeného učitele, nám může pomoci objasnit následujı́cı́ přehled, který porovnává
tzv. bystré a nadané děti. I když se na prvnı́ pohled mohou charakteristiky jevit
podobné, znamenajı́ různé typy myšlenı́ a tudı́ž i potřebu přiměřeného přı́stupu ze
strany učitele.
Některé rozdı́ly mezi bystrým a nadaným dı́tětem (podle [7])
Bystré dı́tě

• Umı́ odpovı́dat

• Zajı́má se

• Má dobré nápady

• Odpovı́dá na otázky

• Je vůdcem skupiny

• Jednoduše se učı́

• Mezi vrstevnı́ky je oblı́beno

• Chápe významy

• Přesně kopı́ruje zadaná řešenı́

• Dobře se cı́tı́ ve škole, ve školce

• Přijı́má informace

• Je vytrvalé při sledovánı́

• Je spokojené s vlastnı́m učenı́m a výsledky

Nadané dı́tě

• Klade dalšı́ otázky

1individuálnı́ vzdělávacı́ plán
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• Je zvědavé

• Má neobvyklé nápady

• Zajı́majı́ jej detaily, rozpracovává, dokončuje

• Je samostatné, často pracuje samo

• Většinu učiva už zná

• Vı́c mu vyhovuje společnost staršı́ch dětı́

• Dělá závěry

• Vytvářı́ nová řešenı́

• Dobře se cı́tı́, když se učı́ (něco nového)

• Využı́vá informace

• Sleduje pozorně

• Je velmi sebekritické

Ani skupina nadaných dětı́ nenı́ vždy homogennı́, ve škole se mohou projevovat
překvapivě, ne vždy jsou akademicky úspěšné. O jejich typologii se pokusila Dr.
Maureen Neihart (klinická psycholožka s učitelskou praxı́, která se nadánı́m
intenzivně zabývá, nynı́ pracuje na University of Singapore).

• Úspěšné nadané dı́tě
Učitel toto dı́tě často správně identifikuje. Je to dı́tě, které se velmi dobře
učı́, má samé jedničky, dovede jednat s dospělými, je poslušné a nemá žádné
problémy v chovánı́.

• Vysoce tvořivé nadané dı́tě
Takové dı́tě stále vymýšlı́ něco nového, experimentuje. Je pro něj obtı́žné
přizpůsobit se pevnému školnı́mu systému. Opravuje dospělé, chce měnit
školnı́ pravidla, špatně se ovládá. Chovánı́ takových dětı́ bývá velmi kon-
fliktnı́.

• Nadané dı́tě maskujı́cı́ své schopnosti
Takové dı́tě obvykle schovává, maskuje své skutečné, často nadprůměrné
schopnosti jen proto, aby bylo přijato ostatnı́mi spolužáky. Obecně platı́, že
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tyto děti mı́vajı́ velmi nı́zké sebevědomı́ i sebehodnocenı́ a často jsou velmi
frustrovány. Tento typ se často týká nadaných dı́vek, zejména na počátku
střednı́ školy.

• ” Ztroskotané, odpadlé“ nadané dı́tě
Dı́tě tohoto typu stojı́ často v opozici, proti všem a všemu. Protestuje proti
dospělým, rodičům i učitelům, kamarádům, sourozencům, proti celé spo-
lečnosti. Je stále nespokojeno a dává to najevo. Také ono má snı́žené se-
bevědomı́, a zároveň má pocit, že mu nikdo nerozumı́. Bud’vyrušuje nebo
již zcela rezignovalo, ztratilo motivaci a odmı́tá jakoukoliv školnı́ činnost.
Nedělá školnı́ úkoly a nepřipravuje se. Jeho školnı́ výkony bývajı́ velmi
nevyrovnané, hodnocenı́ průměrné až podprůměrné.

• Nadané dı́tě s určitou vývojovou poruchou (nejčastěji se specifickou vý-
vojovou poruchou učenı́.) Školnı́ výsledky těchto dětı́ zdaleka neodpovı́-
dajı́ tomu, jak velmi nadanı́ tito jedinci bývajı́. Jejich školnı́ zadánı́ bývajı́
často nedokončena, nejsou schopny pracovat pod časovým tlakem a bojı́
se jakéhokoliv selhánı́. Většinou jsou hodnoceny jako žáci s průměrnými
schopnostmi.

• Autonomnı́ nadané dı́tě
Toto dı́tě bývá velmi nezávislé, vystačı́ si samo se sebou. Je schopno riskovat,
má velmi pozitivnı́ sebehodnocenı́ a využı́vá školnı́ vzdělávacı́ systém tak,
aby z něj samo mělo co nejvı́c užitku.

Smyslem IVP pro nadané dı́tě je pokusit se po zmapovánı́ jeho schopnostı́,
osobnosti a silných i slabých oblastı́ nastavit mu učebnı́ plán ”na mı́ru“ tak, aby
je posiloval a rozvı́jel dle potřeby. S tı́m může učitelům pomoci koordinátor
péče o mimořádně nadané. V každém kraji ČR působı́ 1 až 2 psychologové
PPP, krajštı́ koordinátoři péče o nadané (jejich seznam je na webu NÚV
(www.nuv.cz, sekce Nadánı́ a nadanı́). Nově k nim od roku 2010 přibyli
speciálnı́ učitelé. Tito odbornı́ci se pravidelně setkávajı́ na celostátnı́ úrovni,
sdı́lejı́ zkušenosti vlastnı́ praxe i z různých konferencı́, podı́lejı́ se na standardizaci
testových metod, poskytujı́ pomoc a konzultace učitelům v rámci přı́slušného kraje.

Legislativně je péče o nadané zakotvena v těchto dokumentech:

• Zákon 561/2004 Sb. (školský zákon), § 17 - Vzdělávánı́ nadaných dětı́,
žáků a studentů
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• Vyhláška 73/2005 Sb. ve zněnı́ Vyhlášky 147/2011 Sb. o vzdělávánı́ dětı́,
žáků a studentů se speciálnı́mi vzdělávacı́mi potřebami a dětı́, žáků a stu-
dentů mimořádně nadaných

• Informace ke vzdělávánı́ dětı́, žáků a studentů mimořádně nadaných
zabezpečujı́cı́ realizaci ustanovenı́ § 17 zákona 561/2004 Sb. a část třetı́
vyhlášky 73/2005 Sb. - Věstnı́k MŠMT ČR, prosinec 2006

• Rámcový vzdělávacı́ program pro základnı́ vzdělávánı́, kapitola 9 –
Vzdělávánı́ žáků mimořádně nadaných - Věstnı́k MŠMT ČR, leden 2005

• Rámcový vzdělávacı́ program pro předškolnı́ vzdělávánı́, kapitola 8 –
Vzdělávánı́ dětı́ se speciálnı́mi vzdělávacı́mi potřebami a dětı́ mimořádně
nadaných - Věstnı́k MŠMT ČR, únor 2005

V současné době se připravujı́ návrhy k doplněnı́ těchto zákonů tak, aby bylo
možno využı́vat podpůrná a vyrovnávacı́ opatřenı́ v plné šı́ři včetně navýšenı́
normativu apod. pro nadané žáky a studenty.

Ještě než uvedu seznam literatury, která by mohla být pedagogům v praxi užitečná,
a seznam internetových odkazů a adres některých organizacı́ u nás i v zahraničı́,
které se nadanými zabývajı́, ráda bych celý článek uzavřela myšlenkou prof. Eriky
Landau z Izraele, která se nadanými celoživotně zabývá:

• U dětı́, jejichž konstruktivnı́ schopnosti nejsou podporovány, vyvstává ne-
bezpečı́, že svou inteligenci využijı́ pro destruktivnı́ cı́le.
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Seznam internetových odkazů
• Společnost pro talent a nadánı́ (STaN – ECHA) www.talent-nadani.cz

• MENSA ČR www.mensa.cz

• Centrum nadánı́ www.centrumnadani.cz

• Centrum rozvoje nadaných dětı́ (Brno, dr. Portešová) www.nadanedeti.cz

• Projekt PERUN (sı́t’center informacı́ a rozvoje nadaných, navazuje na Tal-
net) www.talentovani.cz

• Projekt TALNET (nadanı́ žáci se zájmem o přı́rodnı́ vědy – internetové
kurzy a projekty) www.talnet.cz

• Projekt Badatel na UP Olomouc, vhodná alternativa k soutěžı́m
www.badatel.upol.cz

• Beskydská šachová škola www.chessfm.cz

• ECHA (European Council for High Ability) www.echa.ws

• Škola pro nadané děti - Slovensko www.nadanedeti.sk

• WCGTC – World Council for Gifted and Talented www.world-gifted.org

• SENG (Supporting Emotional Needs of the Gifted) www.sengifted.org
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Ráda bych touto cestou podpořila všechny učitele, kteřı́ se nadaným dětem věnujı́,
nebot’věřı́m, že ačkoli je to práce těžká, ja také velmi záslužná a pro obě strany
obohacujı́cı́.
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Trocha teorie čı́sel
Lenka Slavı́ková

Matematicko-fyzikálnı́ fakulta UK, Katedra matematické analýzy, lenka.8@seznam.cz

Na přednášce jsme vyřešili několik úloh z elementárnı́ teorie čı́sel. Z výsledků
těchto přı́kladů jsme se poté dozvěděli zajı́mavé údaje ze života Victora Franze
Hesse. Předložené úlohy byly inspirovány úlohami z minulých ročnı́ků Matema-
tické olympiády [1] a matematické soutěže Náboj [2].

Úmluva. Zápisem anan�1 . . . a2a1 budeme rozumět desı́tkový zápis čı́sla

an � 10n�1 � an�1 � 10n�2 � � � � � a2 � 101 � a1 � 100.
Vždy budeme předpokládat, že an � 0.

Úloha 1. Pro které roky ve dvacátém stoletı́ platı́, že jejich pořadové čı́slo je druhou
mocninou celého čı́sla?
Výsledek. 1936
Interpretace. Victor Franz Hess dostal v roce 1936 Nobelovu cenu za fyziku.

Úloha 2. Myslı́m si čtyřciferné čı́slo. Každou z čı́slic svého čı́sla zvětšı́m o jedna,
čı́mž zı́skám dalšı́ čtyřciferné čı́slo. Když obě čı́sla sečtu, dostanu výsledek 5923.
Jaké čı́slo si myslı́m?
Výsledek. 2406
Interpretace. Victor Franz Hess se narodil 24. 6.

Úloha 3. Na kartičce mám napsáno liché čtyřciferné čı́slo. Nynı́ kartičku v půlce
rozstřihnu, čı́mž zı́skám dvě dvouciferná čı́sla. Prozradı́m ti, že jejich součin je
1494. Jaké čı́slo mám napsáno na kartičce?
Výsledek. 1883
Interpretace. Victor Franz Hess se narodil v roce 1883.

Úloha 4. Najdi všechna čtyřciferná čı́sla abcd dělitelná pěti taková, že a� b � 8,
b� c � 8, c� d � 5.
Výsledek. 5350
Interpretace. Victor Franz Hess objevil kosmické zářenı́ dne 7. srpna 1912 (což
ovšem nijak nesouvisı́ s výsledkem této úlohy). Při svém letu balonem, dı́ky němuž
objev uskutečnil, vystoupal do výšky 5350 metrů.

Úloha 5. Povı́m ti něco o svém oblı́beném zlomku. Jeho čitatel i jmenovatel jsou
přirozená čı́sla se součtem 120. Hodnota mého zlomku je většı́ než 1

3
. Navı́c je
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to nejmenšı́ zlomek, který splňuje obě předešlé podmı́nky. Už vı́š, jaký je můj
oblı́bený zlomek?
Výsledek. 31

89

Interpretace. Vytvořme zlomek následujı́cı́m způsobem. Do čitatele napišme počet
minut, které uplynuly od půlnoci z 6. na 7. srpna 1912 do okamžiku, kdy se Hess
vydal na svůj slavný let balonem. Jako jmenovatel použijme počet minut, které
uplynuly od onoho okamžiku do půlnoci z 7. na 8. srpna 1912. Hodnota tohoto
zlomku je rovna 31

89
. Odtud snadno dopočteme, že Hess zahájil let balonem v 6

hodin 12 minut.

Úloha 6a. Najdi nejmenšı́ trojciferné čı́slo dělitelné pěti takové, že když k němu
přičtu čı́slo, které má opačné pořadı́ čı́slic (desı́tkový zápis tohoto čı́sla může
začı́nat nulou), vyjde mi 867.
Výsledek. 285

Úloha 6b. Najdi všechna šesticiferná čı́sla abcdef splňujı́cı́

• po odečtenı́ dvojky od původnı́ho čı́sla bude výsledek dělitelný šestnácti,

• v desı́tkovém zápisu čı́sla se vyskytujı́ právě čtyři různé čı́slice,

• f je druhou mocninou celého čı́sla,

• a � ec,

• c � a2,

• 2f � b� d.

Výsledek. 151314
Interpretace. Výsledky obou částı́ úlohy napı́šeme do tabulky následujı́cı́m způ-
sobem:

2 8 5
15 13 14

Čı́slo v každém polı́čku tabulky udává pořadı́ nějakého pı́smena v anglické abe-
cedě. Nahrad’me tedy čı́sla v tabulce odpovı́dajı́cı́mi pı́smeny. Nová tabulka bude
vypadat takto:

B H E
O M N
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Pı́smena v tabulce přečtěme po sloupcı́ch. Nad pı́smeno O je třeba přidat přehlásku.
Výsledné slovo BÖHMEN je název balónu, ve kterém Hess dne 7. srpna 1912
podnikl zmiňovaný let.

Literatura
[1] Matematická olympiáda, kategorie Z. Dostupné z :

http://www.math.muni.cz/mo/.

[2] Náboj. Matematická soutěž. Dostupné z : http://naboj.org.
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Dveře do nanosvěta
Martin Špergl

Vysoká škola chemicko-technologická, martin.spergl@seznam.cz

Nanotechnologie zažı́vajı́ během poslednı́ch let velký rozmach. S nevelkou nad-
sázkou lze řı́ci, že po době kamenné, železné, stoletı́ páry, době křemı́kové a době
plastové zažı́váme úsvit ”nanodoby“.
Ačkoliv se definice nanočástic lišı́ dle metody, zamýšleného použitı́ a autora, větši-
nou se za ně dajı́ pokládat částice menšı́ než 100 nm. Proč se nad tı́m vzrušovat?
Materiálové vlastnosti, které v běžném makrosvětě považujeme za neměnné, se
totiž u takových částic mohou rapidně lišit v závislosti na jejich velikosti. Kromě
jiných docházı́ ke změně optických a elektrických vlastnostı́ a změnám v interakci
s živými organismy, které otevı́rajı́ nové možnosti v (nano)elektrotechnice, chemii,
lékařské diagnostice, experimentálnı́ medicı́ně aj. Současně narůstá zlomek atomů,
které jsou na povrchu částice a tedy v kontaktu s okolı́m, což ovlivňuje celou řadu
povrchových dějů jako je katalytická aktivita a adsorpce. Měnı́ se průchodnost
biomembránami.
I v dnešnı́ době se s nanočásticemi dostáváme nevědomky do styku. Napřı́k-
lad s nanočásticemi oxidu titaničitého použı́vanými v opalovacı́ch krémech jako
ochranný filtr, nanočásticemi střı́bra v oblečenı́ k potlačenı́ růstu plı́snı́, uhlı́ko-
vými nanočásticemi ve výfukových plynech vznětových motorů, i nanoaditivy v
potravinách. Přičemž otázka jejich kumulace v životnı́m prostředı́ a organizmech
stále ještě nenı́ uspokojivě zodpovězena.
Pro přı́klady nanočástic ovšem nenı́ třeba chodit daleko. Nemusı́me se nacházet
v moderně vybavené laboratoři ani zrovna pálit naftu ve válcı́ch. Kromě těch
vytvořených člověkem přicházı́me denně do styku i s mnohem rafinovanějšı́mi
nanočásticemi – viry.
K tomu, abychom mohli využı́vat nanočástic pro vlastnı́ prospěch, musı́me vyřešit
otázku jejich syntézy, charakterizace a v neposlednı́ řadě jejich toxicity. Člověk
již ovládl několik cest k jejich syntéze a dalšı́ jsou na cestě. Při charakterizaci na-
nočástic se potýkáme s mnoha problémy, mezi které mj. patřı́ nemožnost pozorovat
je konvenčnı́mi optickými metodami daná difrakčnı́m limitem (laterálnı́ rozlišenı́
ve viditelném spektru cca 250 nm), snadná kontaminace nanopovrchů prachovými
částicemi s fatálnı́mi následky a z nı́ často vyplývajı́cı́ nutnost pracovat v ultra-
čisté atmosféře nebo pod vakuem, které může být vynuceno již samotnou povahou
analytické metody (např. u elektronové mikroskopie). O kvantifikaci a kvalifikaci
jejich toxicity bylo sepsána řada studiı́, které ale narážejı́ na problémy se stále
ještě nedokonalou charakterizacı́ a hlavně enormnı́m počtem experimentálnı́ch
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proměnných a možnostı́ dlouhodobých, kumulativnı́ch účinků na živé organismy.
Nenı́ pochyb o tom, že se před námi otevı́rajı́ dveře do světa nevı́daných mož-
nostı́, ale i zatı́m neznámých nástrah. Stejně jako v přı́padě ohně tedy platı́ pro
nanočástice rčenı́: „Dobrý sluha, špatný pán.“
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Fyzika na počı́tači - Algodoo
Martin Švec

Katedra fyziky, Přı́rodovědecká fakulta UJEP, martin.svec@ujep.cz

Výuka fyziky a vůbec fyzika samotná se bez reálného experimentu neobejde.
Přesto v mnoha přı́padech může být experiment provedený na počı́tači vhodným
doplňkem výuky, přı́padně může být použit jako motivačnı́ prvek. Jednı́m z
nástrojů, který lze za tı́mto účelem použı́t, je program Algodoo.
Jedná se o poměrně propracovaný nástroj, který věrně simuluje skutečné chovánı́
těles z mechanického hlediska a částečně z oblasti termiky a optiky. Hodı́ se
proto předevšı́m ve výuce těchto oblastı́ fyziky. V přı́spěvku nebudu podrobně
popisovat všechny možnosti programu a spı́še uvedu některé přı́klady využitı́ na
konkrétnı́ch přı́kladech.
Všechny dalšı́ potřebné informace uživatel nalezne na stránce
http://www.algodoo.com, kde je možné program zároveň stáhnout ve třech
tipech licencı́:

1. Algodoo Play & Demo Free - k dispozici zdarma

2. Algodoo Physics - cena 2,99 C

3. Algodoo for Education - cena 29,99 C

Jednotlivé licence nabı́zejı́ tyto možnosti (uvádı́m původnı́ zdroj v angličtině -
program zatı́m nenı́ k dispozici v českém jazyce, nabı́zı́ však možnost nastavenı́
aspoň slovenštiny):
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Obrázek 1: Jednotlivé licence programu v pořadı́, jak je uvedeno výše.

Konkrétnı́ přı́klady použitı́

Volný pád a pád ve vzduchu

Program umožňuje „vypnout“ odpor prostředı́ a simulovat tı́m pohyb ve vakuu. Při
působenı́ gravitačnı́ sı́ly tak můžeme demonstrovat volný pád a ten pak porovnat
s pádem v atmosféře. Na přı́slušném grafu závislosti rychlosti na čase je dobře
patrný pokles zrychlenı́ tělesa, na které působı́ odpor prostředı́. Z grafu je také
patrné dosaženı́ kritické rychlosti, kdy zrychlenı́ tělesa dosáhne nulové hodnoty.

Pružiny a tlumenı́

Program umožňuje využı́vat různé přednastavené prvky. Jednı́m z nich jsou pru-
žiny, u nichž lze krom tuhosti také definovat tlumenı́. Na přı́kladu čtyř pružin
lze ukázat důsledky různých tlumenı́. Nastavı́me pro prvnı́ pružinu nulové tlu-
menı́, pro druhou nějaké standardnı́, pro třetı́ kritické a pro čtvrtou superkritické.
Spustı́me-li simulaci tak, aby všechny pružiny měly na začátku stejnou výchylku,
můžeme porovnat jejich chovánı́. Prvnı́ z nich kmitá se stále stejnou amplitu-
dou, druhá je postupně tlumena a amplituda klesá, třetı́ dosáhne nulové výchylky
nejrychleji, navı́c bez přechodu přes nulovou výchylku, čtvrtá dosáhne nulové
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Obrázek 2: Volný pád a pád ve vzduchu

výchylky stejným způsobem jako třetı́ pružina, avšak s časovým zpožděnı́m. Na
tomto pokusu lze demonstrovat napřı́klad důležitost kritického tlumenı́ u tlumičů
v automobilech.

Posuvná versus rotačnı́ kinetická energie
Po nakloněné rovině se dolů kutálı́ koule a bez třenı́ sjı́ždı́ hranol. Které z těchto
těles zı́ská většı́ rychlost? Na pokusu lze názorně ukázat, že rychlejšı́ bude hranol.
Část kinetické energie koule je totiž ve formě rotačnı́ kinetické energie.

Archimédův zákon
Vděčným nástrojem je možnost simulovat chovánı́ kapaliny. Vedle hydrostatic-
kého tlaku lze napřı́klad ukázat chovánı́ materiálů s různou hustotou ve vodě,
neboli Archimédův zákon. Program umožňuje nastavit hustotu těles a má před-
definované některé hustoty materiálů, jako jsou např. ocel, dřevo, kámen, hélium,
apod. Na obr. 5 je ukázáno chovánı́ koulı́ stejných rozměrů postupně z oceli, dřeva,
kamene a hélia. Dále je napřı́klad možné ukázat, proč plave ocelová lod’a důsledky
jejı́ho přetı́ženı́.
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Obrázek 3: Pružiny a tlumenı́

Obrázek 4: Posuvná versus rotačnı́ kinetická energie
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Obrázek 5: Archimédův zákon
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Základy optiky
Vedle mechanických jevů je možné pomocı́ programu ukázat také jednoduché
optické jevy jako je odraz a lom světla, totálnı́ odraz nebo rozklad bı́lého světla.
obr. 6 ukazuje některé možnosti. Se zdroji světla, jejichž barvu lze nastavit, je
možné pohybovat a ukázat tı́m, jak se napřı́klad měnı́ úhel lomu v závislosti na
úhlu odrazu.

Obrázek 6: Základy optiky

Celou řadu dalšı́ch přı́kladů naleznete na výše zmı́něných stránkách programu,
přı́padně na serveru YouTube.

Závěr
Program Algodoo nabı́zı́ celou řadu možnostı́, jak žákům demonstrovat základnı́
fyzikálnı́ jevy poměrně přitažlivou formou. Navı́c je vhodné nechat žáky samotné
tyto jevy zkoumat pomocı́ programu. Z vlastnı́ch zkušenostı́ vı́m, že je to pro
ně velmi zábavná a nenásilná forma, jak se s těmito jevy seznámit. Věřı́m, že
naleznete v programu Algodoo svého pomocnı́ka při výuce fyziky.
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